
¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ÛÂ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ¤Ó· ıÂÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ:
··)) ∆Ô ÌÈÛfi ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ‰ÈÏ¿ÛÈfi ÙÔ˘.
‚‚)) ∆Ô ÁÈÓfiÌÂÓfi ÙÔ˘ Ì’ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi, Ô˘ Â›Ó·È Î·Ù¿ 2 ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜, Ó· Â›Ó·È 24.
ÁÁ)) ∆Ô ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘, Ó· Â›Ó·È Î·Ù¿ 3 ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ÂÓÙ·-

Ï¿ÛÈfi ÙÔ˘.

∏ ¯ˆÚËÙÈÎfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ‰Ô¯Â›Ô˘ Ï·‰ÈÔ‡ Â›Ó·È 10 Ï›ÙÚ·. ∞Ó ÙÔ ‰Ô¯Â›Ô ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì·
ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ·Ú·ÏÏËÏÂÈ¤‰Ô˘ ÌÂ ‡„Ô˜ 2,5 dm Î·È ‚¿ÛË ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÏÂ˘Ú¿˜ ÙË˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘. (1 Ï›ÙÚÔ = 1dm3)

ŒÓ· ÔÈÎfiÂ‰Ô ¤¯ÂÈ Û¯‹Ì· ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ ÂÌ‚·‰fiÓ 150 m2. ∞Ó ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È
5 m ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛ· Ì¤ÙÚ· Û˘ÚÌ·ÙfiÏÂÁÌ·
¯ÚÂÈ¿˙ÔÓÙ·È ÁÈ· ÙËÓ ÂÚ›ÊÚ·Í‹ ÙÔ˘.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ‡˜ ÂÚÈÙÙÔ‡˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜, Ô˘ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒ-
ÓˆÓ ÙÔ˘˜ Ó· Â›Ó·È 74.

√ Î·ıËÁËÙ‹˜ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÚfiÙÂÈÓÂ ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ ÙÔ˘ Ó· Ï‡ÛÔ˘Ó ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜
·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÁÈ· Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÙËÓ ÂÓfiÙËÙ· Ô˘ ‰È‰¿¯ÙËÎ·Ó. ŸÙ·Ó ·˘ÙÔ› ÙÔÓ ÚÒÙË-
Û·Ó ÛÂ ÔÈ· ÛÂÏ›‰· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, ·˘Ùfi˜ ·¿ÓÙËÛÂ: «∞Ó ·ÓÔ›ÍÂÙÂ ÙÔ
‚È‚Ï›Ô Û·˜, ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ·ÓÙÈÎÚ˘ÛÙÒÓ ÛÂÏ›‰ˆÓ Ì¤Û· ÛÙÈ˜
ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, Â›Ó·È 506». ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÛÂ ÔÈÂ˜
ÛÂÏ›‰Â˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜;

™ÙÔ ÚˆÙ¿ıÏËÌ· Ô‰ÔÛÊ·›ÚÔ˘ ÌÈ·˜ ¯ÒÚ·˜ Î¿ıÂ ÔÌ¿‰· ¤‰ˆÛÂ ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ˘fi-
ÏÔÈÂ˜ ÔÌ¿‰Â˜ ‰‡Ô ·ÁÒÓÂ˜ (ÂÓÙfi˜ Î·È ÂÎÙfi˜ ¤‰Ú·˜). ∞Ó ¤ÁÈÓ·Ó Û˘ÓÔÏÈÎ¿ 240
·ÁÒÓÂ˜, fiÛÂ˜ ‹Ù·Ó ÔÈ ÔÌ¿‰Â˜ Ô˘ Û˘ÌÌÂÙÂ›¯·Ó ÛÙÔ ÚˆÙ¿ıÏËÌ·;

ŒÓ· ÙÚ›ÁˆÓÔ ¤¯ÂÈ ÏÂ˘Ú¤˜ 4 cm, 6 cm Î·È 8 cm. ∞Ó Î¿ıÂ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ‹Ù·Ó ÌÂÁ·Ï‡-
ÙÂÚË Î·Ù¿ x cm, ÙfiÙÂ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ı· ‹Ù·Ó ÔÚıÔÁÒÓÈÔ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x.
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2.3 ¶¶ÚÚÔÔ‚‚ÏÏ‹‹ÌÌ··ÙÙ··  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  22ÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡

··)) ‚‚)) ÁÁ))
xx

EE  ==  331144  mm22

‰‰  ==  77��22
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xx

xx xxEE  ==  2200  mm22

‰‰  ==  1100  mm
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√È Ì·ıËÙ¤˜ ÌÈ·˜ Ù¿ÍË˜ ÚÒÙËÛ·Ó ÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ ÙÔ˘˜ fiÛÔ ÂÙÒÓ Â›Ó·È Î·È ÔÈ· Â›Ó·È
Ë ËÏÈÎ›· ÙˆÓ ·È‰ÈÒÓ ÙÔ˘. ∂ÎÂ›ÓÔ˜ ‰ÂÓ ¤¯·ÛÂ ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· Î·È ÙÔ˘˜ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙÈÛÂ
ÁÈ· ÌÈ· ·ÎfiÌË ÊÔÚ¿, ·ÊÔ‡ ÙÔ˘˜ Â›Â:
«∞Ó ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ ÙËÓ ËÏÈÎ›· Ô˘ Â›¯· ÚÈÓ 5 ¯ÚfiÓÈ·, ÌÂ ÙËÓ ËÏÈÎ›· Ô˘ ı· ¤¯ˆ
ÌÂÙ¿ ·fi 5 ¯ÚfiÓÈ· ı· ‚ÚÂ›ÙÂ 1200. ŸÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ Ù· ‰‡Ô ·È‰È¿ ÌÔ˘, ·˘Ù¿ Â›Ó·È ‰›‰˘Ì·
Î·È ·Ó ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ ‹ ÚÔÛı¤ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ËÏÈÎ›Â˜ ÙÔ˘˜ ‚Ú›ÛÎÂÙÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÈıÌfi».
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ËÏÈÎ›· ÙÔ˘ Î·ıËÁËÙ‹ Î·È ÙˆÓ ·È‰ÈÒÓ ÙÔ˘;

TÔ Ì‹ÎÔ˜ Î¿ıÂ Ê‡ÏÏÔ˘ ÂÓfi˜ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ
·fi ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 6 cm. AÓ ‰ÈÏÒÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·
Ê‡ÏÏÔ ∞µ°¢, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë ÏÂ˘Ú¿ °¢ Ó· ¤ÛÂÈ ¿Óˆ
ÛÙËÓ ∞¢, ÙfiÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Ê‡ÏÏÔ˘ ÌÂÈÒÓÂÙ·È Î·Ù¿
Ù· ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ ÂÌ‚·‰Ô‡ ÙÔ˘. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿-

ÛÂÈ˜ Î¿ıÂ Ê‡ÏÏÔ˘ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

£¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·
Î˘ÎÏÈÎfi Û˘ÓÙÚÈ‚¿ÓÈ Î·È Á‡Úˆ ·fi ·˘Ùfi
Ó· ÛÙÚÒÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ‚fiÙÛ·Ï· ¤Ó· Î˘ÎÏÈÎfi
‰·ÎÙ‡ÏÈÔ Ï¿ÙÔ˘˜ 3 m. ∞Ó Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜
Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÚÈÏ¿ÛÈÔ ·fi
ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ Ô˘ Î·Ï‡ÙÂÈ ÙÔ Û˘ÓÙÚÈ-
‚¿ÓÈ, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ Û˘ÓÙÚÈ-
‚·ÓÈÔ‡.

°È· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÈ·˜ ÎÏÂÈÛÙ‹˜ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ‹˜ ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜ Î·˘Û›ÌˆÓ ‡„Ô˘˜ 6 m,
¯ÚÂÈ¿ÛÙËÎ·Ó 251,2 m2 Ï·Ì·Ú›Ó·˜. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÙË˜ ‚¿ÛË˜ ÙË˜
‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜.

¶·Ú·ÙËÚÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÙÒÛË ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜, Ô˘ ·Ê¤ıËÎÂ
Ó· ¤ÛÂÈ ·fi ÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ ∫ ÂÓfi˜ Ô˘Ú·ÓÔÍ‡ÛÙË,
‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÙ· ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›· ‰Â˘ÙÂÚfiÏÂÙ·
ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘ ‰È‹Ó˘ÛÂ ÌÈ· ·fiÛÙ·ÛË ¶∂ ›ÛË ÌÂ Ù· 

ÙÔ˘ ‡„Ô˘˜ ÙÔ˘ Ô˘Ú·ÓÔÍ‡ÛÙË. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ
‰È‹ÚÎËÛÂ Ë ÙÒÛË ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Î·È ÔÈÔ ‹Ù·Ó ÙÔ ‡„Ô˜
ÙÔ˘ Ô˘Ú·ÓÔÍ‡ÛÙË (g = 10 m/sec2).
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✔ Μαθαίνω να λύνω κλασµατικές εξισώσεις, που µετασχη-
µατίζονται σε εξισώσεις πρώτου ή δευτέρου βαθµού.

1. ¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  + = 

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ x + 2,  x,  x2 + 2x Î·È Ó· Ï‡ÛÂÙÂ Î·È ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

+ = .

E·ÏËıÂ‡ÂÙ·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·fi fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x Ô˘ ‚Ú‹Î·ÙÂ;

À¿Ú¯Ô˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ Ë Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÂÍ›-
ÛˆÛË, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ
ÛÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ Î·È Ë ÔÔ›· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÎÏÏ··ÛÛÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ‹‹
ÂÍ›ÛˆÛË.

°È· Ó· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ fiÚÔÈ ÌÈ·˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Ú¤ÂÈ fiÏÔÈ ÔÈ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜ Ó·
Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔÈ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.
∆È˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÈ˜ ÂÈÏ‡Ô˘ÌÂ fiˆ˜ Î·È ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÁÓˆÛÙfi ·ÚÈıÌfi.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  + = 
ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

+ = 

¶Ú¤ÂÈ x � 0  Î·È  x + 2 � 0
‰ËÏ·‰‹ x � 0 Î·È  x � –2

∆Ô ∂∫¶ ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È  x(x + 2 ) � 0
Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

x(x+2) + x(x+2) = x(x + 2 ) x + 8
x (x + 2)

4
x

x
x+2

x + 8
x (x + 2)

4
x

x
x+2

x + 8
x2 + 2x

4
x

x
x + 2

x + 8
x2 + 2x

4
x

x
x + 2

x + 8
12

4
3

x
4

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∫Ï·ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜22.. 44

+ = ,

+ = 
χ + 8

x2 + 2x
4
χ

χ
x + 2

χ + 8
6

4
χ

χ
4

∞Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜ ÛÂ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ.

¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ·ÁÓÒ-
ÛÙÔ˘ ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ fiÏÔÈ ÔÈ ·ÚÔÓÔ-
Ì·ÛÙ¤˜ Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔÈ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË
ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ.
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x2 + 4(x + 2) = x + 8
x2 + 4x + 8 = x + 8 ‹  x2 + 3x = 0 ‹
x(x + 3)  = 0,   ¿Ú·  x = 0  ‹   x = –3.

∏ Ï‡ÛË x = 0 ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, ·ÊÔ‡ Ú¤ÂÈ
x � 0 Î·È x � –2,  ÔfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ
ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ x  = –3.

NN··  ÏÏ˘̆ııÔÔ‡‡ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃:: ··))  ––    ==  11 ‚‚)) ––    ==    

Λύση
··)) °È· Ó· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Ú¤ÂÈ x � 0 Î·È x � –1. To E.K.¶. ÙˆÓ

·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È x(x + 1) � 0 Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È

x(x + 1) � – x(x + 1) � = x(x + 1) � 1

x2 – 8(x + 1) = x(x + 1)   ‹    x2 – 8x – 8 = x2 + x    ‹   –9x = 8   ‹   x = – 

(ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜). ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÙËÓ x = – 

‚‚)) ∞Ó·Ï‡Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜ ÛÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÚÒÙˆÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ Î·È Ë ÂÍ›Ûˆ-

ÛË Á›ÓÂÙ·È  – =  (1).

°È· Ó· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Ú¤ÂÈ x � 0 Î·È x � 2.

∆Ô ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ Â›Ó·È x(x – 2) � 0 Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

x(x – 2) – x(x – 2) = x(x – 2)

x – (x – 2) = 2   ‹   x – x = 2 – 2    ‹     0x = 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi, ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 0 Î·È 2.

ŒŒÓÓ··˜̃  ÌÌ··ÚÚ··ııˆ̂ÓÓÔÔ‰‰ÚÚfifiÌÌÔÔ˜̃  ‰‰ÈÈ‹‹ÓÓ˘̆ÛÛÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ··fifiÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙˆ̂ÓÓ  4422  kkmm  ÎÎ··ÈÈ  ‰‰ÂÂÓÓ  ÌÌfifiÚÚÂÂÛÛÂÂ  ÓÓ··
ÎÎÂÂÚÚ‰‰››ÛÛÂÂÈÈ  ÎÎ¿¿ÔÔÈÈÔÔ  ÌÌÂÂÙÙ¿¿ÏÏÏÏÈÈÔÔ..  ŸŸÙÙ··ÓÓ  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ÚÚÔÔÔÔÓÓËËÙÙ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  ··ÓÓ¤¤ÏÏ˘̆ÛÛ··ÓÓ  ÙÙËËÓÓ  ÚÚÔÔÛÛ¿¿ııÂÂÈÈ¿¿
ÙÙÔÔ˘̆,,  ‰‰ÈÈ··››ÛÛÙÙˆ̂ÛÛ··ÓÓ  fifiÙÙÈÈ,,  ··ÓÓ  ËË  ÌÌ¤¤ÛÛËË  ÙÙ··¯̄‡‡ÙÙËËÙÙ¿¿  ÙÙÔÔ˘̆  ‹‹ÙÙ··ÓÓ  11  kkmm//hh  ÌÌÂÂÁÁ··ÏÏ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË,,  ıı··  ÙÙÂÂÚÚÌÌ¿¿--

ÙÙÈÈ˙̇ÂÂ  ÛÛÂÂ  ÙÙËË˜̃  ÒÒÚÚ··˜̃  ÓÓˆ̂ÚÚ››ÙÙÂÂÚÚ··  ÎÎ··ÈÈ  ıı··  ¤¤··ÈÈÚÚÓÓÂÂ  ÙÙÔÔ  ¯̄ÚÚ˘̆ÛÛfifi  ÌÌÂÂÙÙ¿¿ÏÏÏÏÈÈÔÔ..  ¶¶ÔÔÈÈ··  ‹‹ÙÙ··ÓÓ  ËË  ÌÌ¤¤ÛÛËË

ÙÙ··¯̄‡‡ÙÙËËÙÙ··  ÌÌÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ÔÔÔÔ››··  ¤¤ÙÙÚÚÂÂÍÍÂÂ;;

Λύση
∞Ó Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ¤ÙÚÂÍÂ ‹Ù·Ó x km/h, ÙfiÙÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ 42 km

11
1100

22

2
x(x – 2)

1
x

1
x – 2

2
x(x – 2)

1
x

1
x – 2

8
9
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∞fi ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ Ô˘ ‚Ú‹Î·ÌÂ, ·ÔÚ-
Ú›ÙÔ˘ÌÂ ÂÎÂ›ÓÂ˜ Ô˘ ‰ÂÓ ÈÎ·ÓÔ-
ÔÈÔ‡Ó ÙÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜.
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ÙË ‰È‹Ó˘ÛÂ ÛÂ ¯ÚfiÓÔ ÒÚÂ˜. ∞Ó Ë Ù·¯‡ÙËÙ¿ ÙÔ˘ ‹Ù·Ó 1 km/h ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË, ‰ËÏ·‰‹

(x + 1) km/h, ÙfiÙÂ ı· ¤Î·ÓÂ ÒÚÂ˜. √ ¯ÚfiÓÔ˜ ·˘Ùfi˜ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ·fi ÙÔÓ

ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Î·Ù¿ ÙË˜ ÒÚ·˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË = + (1).

OÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È, ·ÊÔ‡ x > 0.
¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ
Ô˘ Â›Ó·È 10x(x + 1) � 0 Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

10x(x + 1) � = 10x(x + 1) � + 10x(x + 1) � 

420(x + 1) = 420x + x(x + 1)   ‹   420x + 420 = 420x + x2 + x   ‹   x2 + x – 420 = 0

H ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· Â›Ó·È ¢ = ‚2 – 4·Á = 12 – 4 � 1 � (–420) = 1681 > 0.

ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x = + =  ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È x = 20   ‹   x = –22.

EÂÈ‰‹ x > 0, Ë Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ Ì·Ú·ıˆÓÔ‰ÚfiÌÔ˘ ‹Ù·Ó 20 km/h.

™™ÂÂ  ¤¤ÓÓ··  ËËÏÏÂÂÎÎÙÙÚÚÈÈÎÎfifi  ÎÎ‡‡ÎÎÏÏˆ̂ÌÌ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÓÓÙÙÈÈÛÛÙÙ¿¿ÙÙÂÂ˜̃  ÔÔ˘̆  ÛÛ˘̆ÓÓ‰‰¤¤ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ  ··ÚÚ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏ··  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ
··ÓÓÙÙÈÈÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ··ÓÓÙÙ››ÛÛÙÙÔÔÈÈ¯̄··  44øø  ÎÎ··ÈÈ  99øø  ÌÌÂÂÁÁ··ÏÏ‡‡ÙÙÂÂÚÚÂÂ˜̃  ··fifi  ÙÙËËÓÓ  ÔÔÏÏÈÈÎÎ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ··ÓÓÙÙ››ÛÛÙÙ··ÛÛËË..  ¡¡··
‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ËË  ÔÔÏÏÈÈÎÎ‹‹  ··ÓÓÙÙ››ÛÛÙÙ··ÛÛËË  ÙÙÔÔ˘̆  ÎÎ˘̆ÎÎÏÏÒÒÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃..

™™ËËÌÌÂÂ››ˆ̂ÛÛËË:: ∞fi ÙË º˘ÛÈÎ‹ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ, ·Ó ‰‡Ô ·ÓÙÈÛÙ¿ÙÂ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙÈÛÙ¿-
ÛÂÈ˜ R1, R2 Û˘Ó‰ÂıÔ‡Ó ·Ú¿ÏÏËÏ·, ÙfiÙÂ Ë ÔÏÈÎ‹ ÙÔ˘˜ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË RÔÏ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ

Ù‡Ô = + .

Λύση
∞Ó Ë ÔÏÈÎ‹ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË Â›Ó·È  x ø, ÙfiÙÂ ÔÈ 
‰‡Ô ·ÓÙÈÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Î˘ÎÏÒÌ·ÙÔ˜ ı· Â›Ó·È
(x + 4) ø   Î·È   (x + 9) ø.

ÕÚ· ÈÛ¯‡ÂÈ + = (1)

OÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È, ·ÊÔ‡ x > 0. 
¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ
Ô˘ Â›Ó·È x(x + 4)(x + 9) � 0 Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

x(x + 4)(x + 9) � + x(x + 4)(x + 9) � = x(x + 4)(x + 9) �

x(x + 9) + x(x + 4) = (x + 4)(x + 9)   ‹   x2 + 9x + x2 + 4x = x2 + 4x + 9x + 36  ‹
x2 = 36  ‹  x = ±��36.  ÕÚ· x = 6  ‹  x = –6.
Afi ÙÈ˜ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌfiÓÔ Ë x = 6 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜. ÕÚ·
Ë ÔÏÈÎ‹ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Î˘ÎÏÒÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È 6 ø.

1
x

1
x + 9

1
x + 4

1
x

1
x + 9

1
x + 4

1
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1
R1

1
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33
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2
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¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜, ‹ ÌÂ (§) ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) √È fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  +  = 8 ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·Ó x � 0 Î·È x � 1.

‚‚)) √ ·ÚÈıÌfi˜ 0 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜   + = 2.

ÁÁ)) ∞Ó ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  + = 2,

ÙfiÙÂ ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È 5x + 3 = 2.

‰‰)) √È fiÚÔÈ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ = x ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi

·ÚÈıÌfi x Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 0 Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜.

AÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi x ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ô˘ Â›Ó·È Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂ-

ÚÔ˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ . ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ

ÚfiÙ·ÛË;
··)) = ‚‚)) = ÁÁ)) = ‰‰)) = 

H ÂÍ›ÛˆÛË + = 6 ¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi

··)) x = 1 ‚‚)) x = –1 ÁÁ)) x = 0 ‰‰)) x = 2

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ÁÈ· Ó· Ï‡ÛÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  =  , ¤Î·ÓÂ ··ÏÔÈÊ‹ ·ÚÔ-

ÓÔÌ·ÛÙÒÓ Î·È Ï‡ÓÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x – 1 = 1 Ô˘ ÚÔ¤Î˘„Â, ‚Ú‹ÎÂ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙÔÓ
·ÚÈıÌfi x = 1. H ·¿ÓÙËÛ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÛˆÛÙ‹;

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) = ‚‚)) = – ÁÁ)) = 

‰‰)) + = ÂÂ)) = 2 – ÛÛÙÙ)) 1 – = 6 – y
2 – y

5
y – 2

7
3 – x

2x + 1
x – 3

2
·

3
10

7
5·

9
ˆ – 2

4ˆ + 1
ˆ – 2

1
3

7
2y – 3

1
2

2
x – 1

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1
x – 1

2x – 1
x – 1

44

x + 4
x + 1

x + 2
x – 1

33

3
4

x
x – 2

3
4

x
x + 2

3
4

x + 2
x

3
4

x
2 – x

3
4

22
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3
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5
x

x
x
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x + 1
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x
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¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) – = 1 ‚‚)) + = 2 ÁÁ)) – = 

‰‰)) – = 1 ÂÂ)) = + ÛÛÙÙ)) – = 

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) = ‚‚)) – = 0

ÁÁ)) – = ‰‰)) + = 

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··))  1 –  – = 0 ‚‚)) = 3 – 

ÁÁ)) = ‰‰))  1 +  = 

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··))  = ‚‚))  – = 

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜:
··)) p = ˆ˜ ÚÔ˜ V ‚‚)) ∂ = ˆ˜ ÚÔ˜ R

ÁÁ)) R = Ú ˆ˜ ÚÔ˜ S ‰‰)) = ˆ˜ ÚÔ˜ T1

ÂÂ)) =  +  ˆ˜ ÚÔ˜ R ÛÛÙÙ)) = + ˆ˜ ÚÔ˜ ·

˙̇)) =  +  ˆ˜ ÚÔ˜ ˘2
· ËË))  S = ˆ˜ ÚÔ˜ Ï

··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ·  .

‚‚)) ¶ÔÈÔÓ ·ÚÈıÌfi Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÁÈ· Ó·
‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi .

ÁÁ)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ‡˜ ¿ÚÙÈÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÏfiÁÔ .3
4

4
5

3
5

17
4

77

·
1 – Ï

1
Á2

1
‚2

1
˘2

·

1
Á

1
·

2
‚

1
R2

1
R1

1
R

P2V2

T2

P1V1

T1

l
S

·‚Á
4R

m
V

66
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2
x – 3

1
31 + �x

4
3

x
4x – �x
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· + 4
·2 – 3· + 2

3·
· – 2
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x2 – 4

1
x2 – 4x + 4

4
ˆ + 2

2ˆ2

ˆ2 + 2ˆ
1

y2 – y
1
y
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·
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·

1
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1
ˆ

ˆ + 5
ˆ – 1
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3
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x
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∆· ¤ÍÔ‰· ÂÓfi˜ ÁÂ‡Ì·ÙÔ˜ ‹Ù·Ó 84 C. ªÂÙ·Í‡ ÙˆÓ
·ÙfiÌˆÓ Ô˘ ÁÂ˘Ì¿ÙÈÛ·Ó ‹Ù·Ó Î·È 3 ·È‰È¿,
ÔfiÙÂ ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ ÂÓ‹ÏÈÎÂ˜ Û˘ÌÊÒÓËÛ·Ó,
ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· Î·Ï‡„Ô˘Ó Ù· ¤ÍÔ‰· ÙˆÓ
·È‰ÈÒÓ, Ó· ÏËÚÒÛÂÈ Î·ı¤Ó·˜ 9 C ·Ú·¿Óˆ
·fi ·˘Ù¿ Ô˘ ¤ÚÂÂ Ó· ÏËÚÒÛÂÈ. ¶fiÛ· ‹Ù·Ó
Ù· ¿ÙÔÌ· Ô˘ ÁÂ˘Ì¿ÙÈÛ·Ó;

√ ‰È·¯ÂÈÚÈÛÙ‹˜ ÌÈ·˜ ÔÏ˘Î·ÙÔÈÎ›·˜ ·ÁfiÚ·ÛÂ ˘ÚÔ-
Û‚ÂÛÙ‹ÚÂ˜ ÁÈ· ÙËÓ ˘Ú·ÛÊ¿ÏÂÈ· ÙÔ˘ ÎÙÈÚ›Ô˘ Î·È
¤‰ˆÛÂ 240 C. ¶ÚÈÓ ·fi Ï›Á· ¯ÚfiÓÈ·, Ô˘ Ë ÙÈÌ‹
Î¿ıÂ ˘ÚÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú· ‹Ù·Ó 4 C ÌÈÎÚfiÙÂÚË, ÌÂ Ù· ›‰È·
¯Ú‹Ì·Ù· ı· ·ÁfiÚ·˙Â 2 ˘ÚÔÛ‚ÂÛÙ‹ÚÂ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂ-
ÚÔ˘˜. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÔ˘˜ ˘ÚÔÛ‚ÂÛÙ‹ÚÂ˜ ·ÁfiÚ·ÛÂ.

∞Ó·ÌÂÈÁÓ‡Ô˘ÌÂ 12 gr ÂÓfi˜ ‰È·Ï‡Ì·ÙÔ˜ ∞ ÌÂ 15 gr ÂÓfi˜ ‰È·Ï‡Ì·ÙÔ˜ µ Î·È Û¯ËÌ·-
Ù›˙Ô˘ÌÂ 25 cm3 ÂÓfi˜ ‰È·Ï‡Ì·ÙÔ˜ °. ¡· ‚ÚÂıÂ› Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ‰È·Ï‡Ì·ÙÔ˜ ∞, ·Ó
Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ‰È·Ï‡Ì·ÙÔ˜ µ Â›Ó·È 0,2 gr/cm3 ÌÈÎÚfiÙÂÚË.

OÈ ˘¿ÏÏËÏÔÈ ÌÈ·˜ ‚ÈÔÙÂ¯Ó›·˜ ¤ÚÂÂ Ó· Û˘ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘Ó 120 ÚÔ˚fiÓÙ· ÌÈ·˜ ·Ú·Á-
ÁÂÏ›·˜. ∞Ô˘Û›·Û·Ó fiÌˆ˜ 2 ˘¿ÏÏËÏÔÈ, ÔfiÙÂ Î·ı¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ˘fiÏÔÈÔ˘˜
˘·ÏÏ‹ÏÔ˘˜ ˘Ô¯ÚÂÒıËÎÂ Ó· Û˘ÛÎÂ˘¿ÛÂÈ 3 ÚÔ˚fiÓÙ· ·Ú·¿Óˆ ÁÈ· Ó· Î·Ï˘ÊıÂ›
Ë ·Ú·ÁÁÂÏ›·. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÔÈ Â›Ó·È ÔÈ ˘¿ÏÏËÏÔÈ ÙË˜ ‚ÈÔÙÂ¯Ó›·˜.

OÈ Ê›Ï·ıÏÔÈ ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜ Ù·ÍÈ‰Â‡ÔÓÙ·˜ ÌÂ ¤Ó·
Ô‡ÏÌ·Ó ¤ÚÂÂ Ó· ‰È·Ó‡ÛÔ˘Ó ÌÈ· ·fiÛÙ·ÛË
210 km ÁÈ· Ó· ‰Ô˘Ó ÙËÓ ·Á·ËÌ¤ÓË ÙÔ˘˜
ÔÌ¿‰·. ÀÔÏfiÁÈ˙·Ó Ó· ÊÙ¿ÛÔ˘Ó ÛÙÔÓ
ÚÔÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘˜ ÌÈÛ‹ ÒÚ· ÚÈÓ ·fi ÙËÓ
¤Ó·ÚÍË ÙÔ˘ ·ÁÒÓ·. √ Ô‰ËÁfi˜ fiÌˆ˜, ÏfiÁˆ
ÔÏÈÛıËÚfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ‰ÚfiÌÔ˘, ÌÂ›ˆÛÂ ÙË Ì¤ÛË
Ù·¯‡ÙËÙ· Î·Ù¿ 10 km/h Î·È ¤ÙÛÈ ¤ÊÙ·Û·Ó ÛÙÔ
Á‹Â‰Ô ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙËÓ ÒÚ· Ô˘ ¿Ú¯È˙Â Ô
·ÁÒÓ·˜. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· ÌÂ ÙËÓ
ÔÔ›· ‰È‹Ó˘Û·Ó ÙÂÏÈÎ¿ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË.
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H ¯Ú˘Û‹ ÙÔÌ‹

¶Ò˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¯ˆÚ›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì· ÛÂ ‰‡Ô ¿ÓÈÛ· Ì¤ÚË, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ÙÔ
·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ô˘ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·fi ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ¯ˆÚÈÛÌfi Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› ÌÈ· ·›ÛıËÛË ·ÚÌÔÓ›·˜;

∏ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙˆÓ ‰‡Ô ‰È·˙ˆÌ¿ÙˆÓ ÛÙÔ ı¤·ÙÚÔ ÙË˜ ∂È‰·‡ÚÔ˘ (Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ 4Ô˘ ·ÈÒÓ· .Ã.)
‰Â›¯ÓÂÈ Ò˜ ¤Ï˘Û·Ó ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi ÔÈ ·Ú¯·›ÔÈ ŒÏÏËÓÂ˜. ∆· ÛÎ·ÏÈ¿ ÙÔ˘ ıÂ¿ÙÚÔ˘ ¤¯Ô˘Ó
¯ˆÚÈÛÙÂ› ÛÂ ‰‡Ô ¿ÓÈÛ· Ì¤ÚË ÌÂ Ù¤ÙÔÈÔ ÙÚfiÔ, Ô˘ ÙÔ ·ÈÛıËÙÈÎfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Â›Ó·È Â˘¯¿ÚÈÛÙÔ ÛÙÔ
Ì¿ÙÈ. °È· Ó· Î·Ù·Ï¿‚ÂÙÂ ÌÂ ÔÈÔÓ ÙÚfiÔ ÙÔ ¤Ù˘¯·Ó:

··)) ÀÔÏÔÁ›ÛÙÂ ÙÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ÙˆÓ ÛÎ·ÏÈÒÓ Î·È .

TÈ ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ;

√ ¯ˆÚÈÛÌfi˜ ¤¯ÂÈ Á›ÓÂÈ ÌÂ Ù˘¯·›Ô ÙÚfiÔ;
∆Ô ÚÔ‚ÏËÌ· ·˘Ùfi ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:
«¡· ¯ˆÚÈÛÙÂ› ¤Ó· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì· AB = Ï ÛÂ ‰‡Ô ¿ÓÈÛ· Ì¤ÚË ∞∆ Î·È ∆µ, ÒÛÙÂ Ô ÏfiÁÔ˜
ÔÏfiÎÏËÚÔ˘ ÚÔ˜ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ Ì¤ÚÔ˜ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ ÙÔ ÏfiÁÔ ÙÔ˘ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˘ ÚÔ˜ ÙÔ
˘fiÏÔÈÔ ÙÌ‹Ì·».

‚‚)) ¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹˜

ÂÍ›ÛˆÛË˜ = (1).

ÁÁ)) ¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (1) Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ x ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ Ï.

‰‰)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ô ÏfiÁÔ˜ Ê = Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ Ê = ≈ 1,618...

√ ·ÚÈıÌfi˜ 1,618... ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÏÏfifiÁÁÔÔ˜̃  ÙÙËË˜̃  ¯̄ÚÚ˘̆ÛÛ‹‹˜̃  ÙÙÔÔÌÌ‹‹˜̃ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ‰ÈÂıÓÒ˜ ÌÂ ÙÔ
ÁÚ¿ÌÌ· Ê ÚÔ˜ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÁÏ‡ÙË ºÂÈ‰›·. √È ·Ú¯·›ÔÈ
ŒÏÏËÓÂ˜ Â›¯·Ó ‰È·ÈÛÙÒÛÂÈ fiÙÈ, fiÔ˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ô
ÏfiÁÔ˜ ÙË˜ ¯Ú˘Û‹˜ ÙÔÌ‹˜, ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È ÌÈ· ·›ÛıËÛË
·ÚÌÔÓ›·˜.
∆Ô ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÏfiÁÔ Ê,
Ï¤ÁÂÙ·È ««¯̄ÚÚ˘̆ÛÛfifi  ÔÔÚÚııÔÔÁÁÒÒÓÓÈÈÔÔ»» Î·È ÙÔ Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ Û˘¯Ó¿
ÛÙËÓ ·Ú¯ÈÙÂÎÙÔÓÈÎ‹ Î·È ÙË ˙ˆÁÚ·ÊÈÎ‹.

Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·ÔÙÂÏÂ› Ô ¶·ÚıÂÓÒÓ·˜,
ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÏfiÁÔ = Ê·

‚

��5 + 1
2

Ï
¯

¯
Ï – ¯

Ï
¯

34
21

34 + 21
34

∂¡∞ £∂ª∞ ∞¶√ ∆∏¡ π™∆√ƒπ∞ ∆ø¡ ª∞£∏ª∞∆π∫ø¡
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2.4 KKÏÏ··ÛÛÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃

34 ÛÎ·
ÏÈ¿

21 ÛÎ·
ÏÈ¿

= 1,6234 + 21
34
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✔ Θυµάµαι πώς ορίζεται η διάταξη µεταξύ πραγµατικών αριθµών.
✔ Μαθαίνω να αποδεικνύω και να χρησιµοποιώ τις ιδιότητες

της διάταξης.
✔ Θυµάµαι πώς λύνονται οι ανισώσεις πρώτου βαθµού µε έναν

άγνωστο.

¢¢ÈÈ¿¿ÙÙ··ÍÍËË  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ··ÚÚÈÈııÌÌÒÒÓÓ  
°ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÂÓfi˜ ¿ÍÔÓ·.
∞Ó ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÙfiÙÂ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜
Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ˜ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ‰ÂÍÈfiÙÂÚ· .¯. –2 > –4,       –3 < 2,        > ��2.

¢‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ ¿ÍÔÓ·
Â›Ó·È ‰‰ÈÈ··ÙÙÂÂÙÙ··ÁÁÌÌ¤¤ÓÓÔÔÈÈ, ÔfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ˘˜ Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ.
∂ÔÌ¤Óˆ˜:
ñ ∫¿ıÂ ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó.
ñ ∫¿ıÂ ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó.
ñ ∫¿ıÂ ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi Î¿ıÂ ·ÚÓËÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi.

¶Ò˜ fiÌˆ˜ ı· Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó
·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ ·ÍfiÓ·;
∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜. .¯. ÙÔ˘˜ 5 Î·È 3, ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ 5 > 3, ·Ú·ÙË-
ÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó ‰È·ÊÔÚ¿ ¤Ó· ıÂÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ·ÊÔ‡ 5 – 3 = 2 > 0.

√ÌÔ›ˆ˜, ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› –2 Î·È –4, ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ –2 > –4, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó
‰È·ÊÔÚ¿ ¤Ó· ıÂÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ·ÊÔ‡ (–2) – (–4) = –2 + 4 = 2 > 0.

∞ÓÙ›ıÂÙ·, ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› 3 Î·È 5 ‹ –4 Î·È –2, ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÈÛ¯‡ÂÈ 3 < 5 Î·È –4 < –2,
·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó ‰È·ÊÔÚ¿ ¤Ó·Ó ·ÚÓËÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ·ÊÔ‡ 3 – 5 = – 2 < 0 Î·È
(–4) – (–2) = –4 + 2 = –2 < 0.  °ÂÓÈÎ¿ ÈÛ¯‡ÂÈ:

ÂÓÒ 

°È· Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ‰‡Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈı-
ÌÔ‡˜ · Î·È ‚, Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ ÛËÌÂ›·
ÂÓfi˜ ¿ÍÔÓ·, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ · – ‚ Î·È
ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ·Ó Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ‹ ÌË‰¤Ó.

∞Ó · < ‚  ÙfiÙÂ · – ‚ < 0∞Ó · > ‚  ÙfiÙÂ · – ‚ > 0

∞∞

∞ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ – ∞ÓÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ22.. 55

00 11 22 33 44 55––11––22

��22

––33––44

ñ ∞Ó · – ‚ > 0  ÙfiÙÂ · > ‚

ñ ∞Ó · – ‚ < 0  ÙfiÙÂ · < ‚

ñ ∞Ó · – ‚ = 0  ÙfiÙÂ · = ‚

xx� xx
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II‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙËË˜̃  ‰‰ÈÈ¿¿ÙÙ··ÍÍËË˜̃  

∞ÊÔ‡ ‰È·Ù¿ÍÂÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 0, 8, –2, 4, –5, ÙfiÙÂ:
1. ¡· ‰È·Ù¿ÍÂÙÂ Î·È ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó, ·Ó ÛÂ Î·ı¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ·Ú·-

¿Óˆ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÚÔÛı¤ÛÂÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 3
2. ¡· ‰È·Ù¿ÍÂÙÂ Î·È ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó, ·Ó

i) ·Ê·ÈÚ¤ÛÂÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 3
ii) ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi 2
iii) ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÂÙÂ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi –2

™Â ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ë ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ ‰È·ÙËÚÂ›Ù·È Î·È ÛÂ
ÔÈ· ·ÏÏ¿˙ÂÈ;

O ÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÌÂÙ·Í‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Î·È ÁÈ· ÙËÓ
·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜. √È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È:

··)) ∞∞ÓÓ  ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ÌÌ¤¤ÏÏËË  ÌÌÈÈ··˜̃  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··˜̃  ÚÚÔÔÛÛıı¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ‹‹  ··ÊÊ··ÈÈÚÚ¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ››‰‰ÈÈÔÔ  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi,,
ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÚÚÔÔÎÎ‡‡ÙÙÂÂÈÈ  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÌÌÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿..
¶.¯. Â›Ó·È 8 > 4, ÔfiÙÂ 8 + 3 > 4 + 3 Î·È 8 – 3 > 4 – 3. °ÂÓÈÎ¿ ÈÛ¯‡ÂÈ:

Απόδειξη
ññ °È· Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ · + Á Î·È ‚ + Á, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ Î·È

ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ·Ó Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ‹ ÌË‰¤Ó. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:
(· + Á) – (‚ + Á) = · + Á – ‚ – Á = · – ‚. ∂›Ó·È fiÌˆ˜ · > ‚, ÔfiÙÂ · – ‚ > 0.
¢ËÏ·‰‹ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ (· + Á) – (‚ + Á) Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÔfiÙÂ · + Á > ‚ + Á.

ññ ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ Î·È · – Á > ‚ – Á.

‚‚)) ∞∞ÓÓ  ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ¿¿ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ‹‹  ‰‰ÈÈ··ÈÈÚÚ¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ÌÌ¤¤ÏÏËË  ÌÌÈÈ··˜̃  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··˜̃  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ››‰‰ÈÈÔÔ
ııÂÂÙÙÈÈÎÎfifi  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÚÚÔÔÎÎ‡‡ÙÙÂÂÈÈ  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÌÌÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿..

¶.¯. Â›Ó·È 8 > 4, ÔfiÙÂ 8 � 2 > 4 � 2 Î·È > . °ÂÓÈÎ¿ ÈÛ¯‡ÂÈ:

Απόδειξη
ññ °È· Ó· Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·Á Î·È ‚Á, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ Î·È ÂÍÂÙ¿-

˙Ô˘ÌÂ ·Ó Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ‹ ÌË‰¤Ó. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Á – ‚Á = Á(· – ‚) (1).
∂›Ó·È fiÌˆ˜ Á > 0 Î·È · – ‚ > 0, ·ÊÔ‡ · > ‚. ÕÚ· ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Á Î·È · – ‚ Â›Ó·È ıÂÙÈÎÔ›,
ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ıÂÙÈÎfi, ‰ËÏ·‰‹ Á(· – ‚) > 0. ∞fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· (1) ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë
‰È·ÊÔÚ¿ ·Á – ‚Á Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÔfiÙÂ ·Á > ‚Á.

ññ ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ Î·È > ‚
Á

·
Á

· ‚
∞Ó · > ‚  Î·È Á > 0  ÙfiÙÂ ·Á > ‚Á Î·È      >>    

Á Á

4
2

8
2

∞Ó · > ‚  ÙfiÙÂ · + Á > ‚ + Á Î·È · – Á > ‚ – Á

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

BB

111

2.5 AAÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ––  ∞∞ÓÓÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ
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ÁÁ)) ∞∞ÓÓ  ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ¿¿ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ‹‹  ‰‰ÈÈ··ÈÈÚÚ¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ÌÌ¤¤ÏÏËË  ÌÌÈÈ··˜̃  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··˜̃  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔÓÓ  ››‰‰ÈÈÔÔ
··ÚÚÓÓËËÙÙÈÈÎÎfifi  ··ÚÚÈÈııÌÌfifi,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÚÚÔÔÎÎ‡‡ÙÙÂÂÈÈ  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÌÌÂÂ  ··ÓÓÙÙ››ııÂÂÙÙËË  ÊÊÔÔÚÚ¿¿..

¶.¯. Â›Ó·È 8 > 4, ÔfiÙÂ 8 � (–2) < 4 � (–2) Î·È   < . °ÂÓÈÎ¿ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ:

‰‰)) ∞∞ÓÓ  ÚÚÔÔÛÛıı¤¤ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÎÎ··ÙÙ¿¿  ÌÌ¤¤ÏÏËË  ‰‰‡‡ÔÔ  ‹‹  ÂÂÚÚÈÈÛÛÛÛfifiÙÙÂÂÚÚÂÂ˜̃  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿,,
ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÚÚÔÔÎÎ‡‡ÙÙÂÂÈÈ  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÌÌÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿..
¶.¯. Â›Ó·È 3 > 2 Î·È 7 > 4, ÔfiÙÂ 3 + 7 > 2 + 4. °ÂÓÈÎ¿ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ:

∞fi ÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Î·È Ë ÌÌÂÂÙÙ··‚‚··ÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÈÈ‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙ··:

¶.¯. Â›Ó·È 3 > 1 Î·È 1 > –2,5 ÔfiÙÂ 3 > –2,5.

ÂÂ)) ∞∞ÓÓ  ÔÔÏÏÏÏ··ÏÏ··ÛÛÈÈ¿¿ÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÎÎ··ÙÙ¿¿  ÌÌ¤¤ÏÏËË  ‰‰‡‡ÔÔ  ‹‹  ÂÂÚÚÈÈÛÛÛÛfifiÙÙÂÂÚÚÂÂ˜̃  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÔÔ˘̆  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··
ÊÊÔÔÚÚ¿¿  ÎÎ··ÈÈ  ııÂÂÙÙÈÈÎÎ¿¿  ÌÌ¤¤ÏÏËË,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÚÚÔÔÎÎ‡‡ÙÙÂÂÈÈ  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ÌÌÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ››‰‰ÈÈ··  ÊÊÔÔÚÚ¿¿..
¶.¯. Â›Ó·È 3 > 2 > 0 Î·È 7 > 4 > 0, ÔfiÙÂ 3 � 7 > 2 � 4. °ÂÓÈÎ¿ ÈÛ¯‡ÂÈ:

Απόδειξη
E›Ó·È · > ‚ Î·È Á > 0, ÔfiÙÂ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· (‚) ¤¯Ô˘ÌÂ ·Á > ‚Á   (1)
E›Ó·È Á > ‰ Î·È ‚ > 0, ÔfiÙÂ ÁÈ· ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÏfiÁÔ ¤¯Ô˘ÌÂ ‚Á > ‚‰   (2)
∞fi ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ (1), (2) Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ¤¯Ô˘ÌÂ ·Á > ‚‰.

¶¶··ÚÚ··ÙÙËËÚÚ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃::
11)) ÀÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ · Â›Ó·È ÌË ·ÚÓËÙÈÎfi˜

·ÚÈıÌfi˜, ‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ

∂ÔÌ¤Óˆ˜:
∞∞ÓÓ  ÁÁÈÈ··  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃  ··,,  ‚‚  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ    ··22 ++  ‚‚22 ==  00,,    ÙÙfifiÙÙÂÂ    ··  ==  00  ÎÎ··ÈÈ    ‚‚  ==  00..

22)) ¢ÂÓ ÂÈÙÚ¤ÂÙ·È Ó· ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ ‹ Ó· ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË, ÁÈ·Ù› Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi
Ó· Ô‰ËÁËıÔ‡ÌÂ ÛÂ Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó ·Ê·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ‹ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ 6 > 4,  ÙfiÙÂ� 3 > 1
Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ 3 > 3  ‹  2 > 4, Ô˘ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡Ô˘Ó.

··22 ≥ 00

∞Ó ·, ‚, Á, ‰ ıÂÙÈÎÔ› Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ · > ‚ Î·È Á > ‰ ÙfiÙÂ ·Á > ‚‰

∞Ó · > ‚  Î·È ‚ > Á  ÙfiÙÂ · > Á 

∞Ó · > ‚  Î·È Á > ‰  ÙfiÙÂ · + Á > ‚ + ‰ 

· ‚
∞Ó · > ‚  Î·È Á < 0  ÙfiÙÂ ·Á < ‚Á Î·È      <<    

Á Á

4
–2

8
–2
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∞∞ÓÓÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÚÚÒÒÙÙÔÔ˘̆  ‚‚··ııÌÌÔÔ‡‡  ÌÌ’’  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ  
√È È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·È ÁÈ· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ·ÓÈÛÒÛÂˆÓ.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË x – > , Ô˘ Â›Ó·È

ÚÒÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ, ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

x – >

4 � x – 4 � > 4 �

4x – 2(3x + 1) > 3

4x – 6x – 2 > 3

4x – 6x  > 3 + 2

– 2x  > 5

< 

x  < – 

¶¶ÔÔÈÈÂÂ˜̃  ÈÈ‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙËË˜̃  ‰‰ÈÈ¿¿ÙÙ··ÍÍËË˜̃  ÚÚ¤¤ÂÂÈÈ  ÓÓ··  ÂÂÊÊ··ÚÚÌÌfifiÛÛÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÛÛÙÙËËÓÓ  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··  ··  >>  44  ÁÁÈÈ··
ÓÓ··  ··ÔÔ‰‰ÂÂ››ÍÍÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÙÙÈÈ˜̃  ··ÚÚ··ÎÎ¿¿ÙÙˆ̂  ··ÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃;;
··)) ––33··  ++  22  <<  ––1100 ‚‚)) ––  11  >>  44  ÁÁ)) ––22((··  ++  22))  <<  ––1122

Λύση
··)) · > 4 (ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·ÓÈÛfiÙËÙ·˜ ÌÂ –3)

–3· < –12 (ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·ÓÈÛfiÙËÙ·˜ ÙÔ 2)
–3· + 2 < –12 + 2
–3· + 2 < –10

55··
44

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

5
2

5
–2

–2x
–2

3
4

3x + 1
2

3
4

3x + 1
2

3
4

3x + 1
2

°°
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2.5 AAÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ––  ∞∞ÓÓÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜
·Ó›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ ∂.∫.¶. ÙˆÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÒÓ.
(™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ ∂.∫.¶. = 4 > 0,
ÔfiÙÂ Ë ÊÔÚ¿ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ‰ÂÓ ·ÏÏ¿˙ÂÈ,
È‰ÈfiÙËÙ· ‚),

A·ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ¤˜.

∫¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ‚Á¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜

ÃˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÁÓˆÛÙÔ‡˜ ·fi ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ (ÚÔÛı¤ÙÔ-
ÓÙ·˜ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÈıÌfi, È‰ÈfiÙËÙ· ·).

¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ÌÂ
ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘. (™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁ-
Ì· Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ Â›Ó·È –2 < 0 Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi
·ÏÏ¿˙ÂÈ Ë ÊÔÚ¿ ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜, È‰ÈfiÙËÙ· Á).

∫¿ÓÔ˘ÌÂ ·Ó·ÁˆÁ‹ ÔÌÔ›ˆÓ fiÚˆÓ.
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‚‚)) · > 4 (ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·ÓÈÛfiÙËÙ·˜ ÌÂ )

� · > � 4 

> 5 (·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È ·fi Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ÙÔ 1)

– 1 > 5 – 1, ÔfiÙÂ  – 1 > 4

ÁÁ)) · > 4 (ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ÙÔ 2)
· + 2 > 4 + 2
· + 2 > 6 (ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ·Ó›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ –2)

–2(· + 2) < –2 � 6
–2(· + 2) < –12

°°ÈÈ··  ÙÙÈÈ˜̃  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ¿¿ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ··,,  ‚‚  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÔÔÚÚııÔÔÁÁˆ̂ÓÓ››ÔÔ˘̆  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÔÔ˘̆ÓÓ
44  � ··  � 66  ÎÎ··ÈÈ  22,,55  � ‚‚  � 44,,55..
¶¶ÔÔÈÈÂÂ˜̃  ÙÙÈÈÌÌ¤¤˜̃  ÌÌÔÔÚÚÂÂ››  ÓÓ··  ¿¿ÚÚÂÂÈÈ
··)) ËË  ÂÂÚÚ››ÌÌÂÂÙÙÚÚÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÚÚııÔÔÁÁˆ̂ÓÓ››ÔÔ˘̆;; ‚‚)) ÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆  ÔÔÚÚııÔÔÁÁˆ̂ÓÓ››ÔÔ˘̆;;

Λύση
··)) ∏ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È ¶ = 2· + 2‚. ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË

ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ �    4 � · � 6
ÌÂ ÙÔ 2, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ � 8 � 2· � 12

2,5 � ‚ � 4,5 5 � 2‚ � 9
¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ
8 + 5 � 2· + 2‚ � 12 + 9  ‹  13 � 2· + 2‚ � 21 ‹  13 � ¶ � 21.
ÕÚ· ÔÈ ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È ·fi 13
¤ˆ˜ Î·È 21.

‚‚)) ∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È ∂ = ·‚. √È ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ � 4 � · � 6 
2,5 � ‚ � 4,5

¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ÊÔÚ¿ Î·È ıÂÙÈÎ¿ Ì¤ÏË, ÔfiÙÂ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË
¤¯Ô˘ÌÂ   4 � 2,5 � ·‚ � 6 � 4,5  ‹  10 � ·‚ � 27  ‹  10 � ∂ � 27.
ÕÚ· ÔÈ ÙÈÌ¤˜ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È ·fi 10 ¤ˆ˜
Î·È 27.

°°ÈÈ··  ÔÔÔÔÈÈÔÔ˘̆ÛÛ‰‰‹‹ÔÔÙÙÂÂ  ÚÚ··ÁÁÌÌ··ÙÙÈÈÎÎÔÔ‡‡˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÔÔ‡‡˜̃  xx,,  yy,,  ÓÓ··  ··ÔÔ‰‰ÂÂÈÈ¯̄ÙÙÂÂ››  fifiÙÙÈÈ  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ
xx22 ++  yy22 � 22xxyy..    ¶¶fifiÙÙÂÂ  ÈÈÛÛ¯̄‡‡ÂÂÈÈ  ËË  ÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙ··;;

Λύση
°È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ x2 + y2 � 2xy, ·ÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜
Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ‹ ›ÛË ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜, ‰ËÏ·‰‹ x2 + y2 – 2xy � 0 ‹ (x – y)2 � 0.
H ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË Â›Ó·È ·ÏËı‹˜, ·ÊÔ‡ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌÔ‡ Â›Ó·È ÌË
·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.
∏ ÈÛfiÙËÙ· ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙ·Ó (x – y)2 = 0, ÔfiÙÂ x – y = 0 ‰ËÏ·‰‹ x = y.

33

22

5·
4

5·
4

5·
4

5
4

5
4

5
4

114

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 2Ô

‚‚

··

(110-120)  3-11-06  02:04  ™ÂÏ›‰·114



OOÈÈ  ÌÌ··ııËËÙÙ¤¤˜̃  ÌÌÈÈ··˜̃  ÙÙ¿¿ÍÍËË˜̃  ÚÚÔÔÎÎÂÂÈÈÌÌ¤¤ÓÓÔÔ˘̆  ÓÓ··  ¿¿ÓÓÂÂ  ÌÌÈÈ··  ÂÂÎÎ‰‰ÚÚÔÔÌÌ‹‹  ˙̇‹‹ÙÙËËÛÛ··ÓÓ  ÚÚÔÔÛÛÊÊÔÔÚÚ¿¿  ··fifi
‰‰‡‡ÔÔ  ÚÚ··ÎÎÙÙÔÔÚÚÂÂ››··..
–– ∆∆ÔÔ  ÚÚÒÒÙÙÔÔ  ÚÚ··ÎÎÙÙÔÔÚÚÂÂ››ÔÔ  ˙̇‹‹ÙÙËËÛÛÂÂ  1155  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ  ÁÁÈÈ··  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹  ÎÎ··ÈÈ  ÂÂÊÊfifiÛÛÔÔÓÓ  ÔÔÈÈ  ÌÌ··ııËËÙÙ¤¤˜̃

‹‹ÙÙ··ÓÓ  ¿¿ÓÓˆ̂  ··fifi  2255  ıı··  ¤¤ÎÎ··ÓÓÂÂ  ÎÎ··ÈÈ  ¤¤ÎÎÙÙˆ̂ÛÛËË  1100%%..
–– ∆∆ÔÔ  ‰‰ÂÂ‡‡ÙÙÂÂÚÚÔÔ  ÚÚ··ÎÎÙÙÔÔÚÚÂÂ››ÔÔ  ˙̇‹‹ÙÙËËÛÛÂÂ  1122  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ  ÁÁÈÈ··  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÌÌ··ııËËÙÙ‹‹  ÎÎ··ÈÈ  4455  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ  ÁÁÈÈ··  ÙÙ··

‰‰ÈÈ¿¿ÊÊÔÔÚÚ··  ¤¤ÍÍÔÔ‰‰··  ((‰‰ÈÈfifi‰‰ÈÈ··,,  ÓÓ··‡‡ÏÏ··  ÊÊÂÂÚÚÈÈÌÌfifiÙÙ  ÎÎ..ÙÙ..ÏÏ..))..
∞∞ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÌÌ··ııËËÙÙ¤¤˜̃  ÔÔ˘̆  ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ  ÛÛÙÙËËÓÓ  ÂÂÎÎ‰‰ÚÚÔÔÌÌ‹‹  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÂÂÚÚÈÈÛÛÛÛfifiÙÙÂÂÚÚÔÔÈÈ  ··fifi  2255,,  ÔÔÈÈÔÔ
ÚÚ··ÎÎÙÙÔÔÚÚÂÂ››ÔÔ  ¤¤ÎÎ··ÓÓÂÂ  ÙÙËËÓÓ  ÎÎ··ÏÏ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË  ÚÚÔÔÛÛÊÊÔÔÚÚ¿¿;;

Λύση
ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ô˘ ÙÂÏÈÎ¿ Û˘ÌÌÂÙ¤¯Ô˘Ó ÛÙËÓ ÂÎ‰ÚÔÌ‹ Â›Ó·È x, fiÔ˘
x > 25.
™ÙÔ ÚÒÙÔ Ú·ÎÙÔÚÂ›Ô Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÚÒÛÔ˘Ó 15x – 15x = 15x – x Â˘ÚÒ,

ÂÓÒ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ú·ÎÙÔÚÂ›Ô Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÚÒÛÔ˘Ó 12x + 45 Â˘ÚÒ.
°È· Ó· Â›Ó·È Î·Ï‡ÙÂÚË Ë ÚÔÛÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ Ú·ÎÙÔÚÂ›Ô˘, Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

15x – x < 12x + 45  ‹  30x – 3x – 24x < 90  ‹  3x < 90  ‹  x < 30.

EÔÌ¤Óˆ˜ ·Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Â›Ó·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔÈ ·fi 25 Î·È ÏÈÁfiÙÂÚÔÈ ·fi 30, ÙfiÙÂ ÙËÓ
Î·Ï‡ÙÂÚË ÚÔÛÊÔÚ¿ ¤Î·ÓÂ ÙÔ ÚÒÙÔ Ú·ÎÙÔÚÂ›Ô, ÂÓÒ ·Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Â›Ó·È ÂÚÈÛ-
ÛfiÙÂÚÔÈ ·fi 30, ÙËÓ Î·Ï‡ÙÂÚË ÚÔÛÊÔÚ¿ ¤Î·ÓÂ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ú·ÎÙÔÚÂ›Ô.
∞Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Â›Ó·È 30, ÙfiÙÂ ÔÈ ÚÔÛÊÔÚ¤˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Ú·ÎÙÔÚÂ›ˆÓ Â›Ó·È ›‰ÈÂ˜.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∞Ó · < 6,  ÙfiÙÂ  · – 6 < 0.
‚‚)) ∞Ó · > ‚,  ÙfiÙÂ  –· < –‚.
ÁÁ)) ∞Ó · < 0,  ÙfiÙÂ  –· > 0.
‰‰)) ∞Ó –3x > –12,  ÙfiÙÂ  x > 4.

ÂÂ)) ∞Ó > ,  ÙfiÙÂ  x > y.

ÛÛÙÙ)) ∞Ó x > 0,  ÙfiÙÂ  x + 5 > 0.
˙̇)) ∞Ó · > 6 Î·È ‚ > –4,  ÙfiÙÂ  · + ‚ > 2.
ËË)) ∞Ó x > 2 Î·È y > 3,  ÙfiÙÂ  xy > 6.

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ Ù· ÎÂÓ¿ Ì’ ¤Ó· ·fi Ù· Û‡Ì‚ÔÏ· >, <, � , �, ÒÛÙÂ Ó· ÚÔÎ‡„Ô˘Ó
·ÏËıÂ›˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜.
··)) ∞Ó · > 3, ÙfiÙÂ · – 3 ... 0 ‚‚)) ∞Ó · < ‚ Î·È ‚ < Á, ÙfiÙÂ · ... Á

22
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ÁÁ)) ∞Ó · > 0 Î·È ‚ < 0, ÙfiÙÂ ... 0            ‰‰)) ∞Ó Á < 0 Î·È ·Á � ‚Á, ÙfiÙÂ · ... ‚

ÂÂ)) ∞Ó · � 0, ÙfiÙÂ ·2 ... 0 ÛÛÙÙ)) ∞Ó · � 0 Î·È ‚ � 0, ÙfiÙÂ · + ‚ ... 0

¶ÔÈÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ, ÒÛÙÂ ·fi ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË 3x – 4 < 7

Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ 3x < 7 + 4 Î·È ·fi ÙËÓ ·Ó›ÛˆÛË 3x < 11 Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ x < ;

ªÂ ÔÈÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· x > 3 ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ
·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜;
··)) x + 4 > 7 ‚‚)) x – 2 > 1 ÁÁ)) 5x > 15 ‰‰)) –6x < –18

AÓ · > 12 Î·È ‚ > 3, ÙfiÙÂ ÔÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÈ˜
È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜;
··)) · + ‚ > 15 ‚‚)) · – ‚ > 9 ÁÁ)) ·‚ > 36 ‰‰)) > 4

ŒÓ·˜ Ì·ıËÙ‹˜ ÁÓˆÚ›˙ÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Ó· Â›Ó·È = ,  ·ÚÎÂ› Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ ·‰ = ‚Á. µ·ÛÈ˙fi-

ÌÂÓÔ˜ Û’ ·˘Ùfi ÛÎ¤ÊÙËÎÂ fiÙÈ ÁÈ· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ > , ·ÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ ·‰ > ‚Á.

∏ ÛÎ¤„Ë Ô˘ ¤Î·ÓÂ Â›Ó·È ÛˆÛÙ‹;

AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ 3(· – ‚) > 2(· + ‚), ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ · > 5‚.

¶ÔÈÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· x > –6 ÁÈ·
Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜;

··)) –5x – 30 < 0 ‚‚)) 3x + 18 > 0 ÁÁ)) 2(x + 4) > –4

AÓ 2 < · < 6, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÌÂÙ·Í‡ ÔÈÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

··)) · – 2 ‚‚)) 2· – 5 ÁÁ)) 1 – 3·

AÓ · < ‚, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

··)) 5· – 3 < 5‚ – 3 ‚‚)) –2· + 4 > –2‚ + 4 ÁÁ)) · < ‰‰)) < ‚

AÓ 1 < x < 3 Î·È 2 < y < 5, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) 3 < x + y < 8 ‚‚)) 4 < 2x + y < 11 ÁÁ)) –4 < x – y < 1

AÓ x > 2 Î·È y > 3, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

··)) xy > 6 ‚‚)) (x – 2)(y – 3) > 0 ÁÁ)) (x + 2)y > 12

AÓ ·, ‚ ıÂÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÌÂ · > ‚, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ·2 > ‚2.77
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¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ∞Ó · > 1, ÙfiÙÂ ·2 > · ‚‚)) ∞Ó x > 2, ÙfiÙÂ x3 > 2x2

AÓ · > ‚ Î·È ·, ‚ ÔÌfiÛËÌÔÈ, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ  <  .

AÓ x > 3 Î·È y < 2, ÙfiÙÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) (x – 3)(y – 2) < 0 ‚‚)) xy + 6 < 2x + 3y

°È· ÔÔÈÔ˘Û‰‹ÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ x, y, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) x2 + 1 � 2x ‚‚)) (x + y)2 � 4xy ÁÁ)) x2 + y2 + 1 � 2y
™Â Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙËÙ·.

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ∞Ó x > 0, ÙfiÙÂ x + � 2       ‚‚)) ∞Ó x < 0, ÙfiÙÂ x + � –2

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi Ô˘ Â›Ó·È ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ 114 Î·È 135 Î·È Ô ÔÔ›Ô˜, 
fiÙ·Ó ‰È·ÈÚÂıÂ› ÌÂ ÙÔ 15, ‰›ÓÂÈ ˘fiÏÔÈÔ 6.

∏ ÙÈÌ‹ ÂÓfi˜ ·ÓÙÂÏÔÓÈÔ‡ Î˘Ì·›ÓÂÙ·È ·fi 30 ¤ˆ˜ 35 C Î·È ÌÈ·˜ ÌÏÔ‡˙·˜ ·fi 22 ¤ˆ˜
25 C. ∞Ó Î¿ÔÈÔ˜ ı¤ÏÂÈ Ó’ ·ÁÔÚ¿ÛÂÈ 2 ·ÓÙÂÏfiÓÈ· Î·È 3 ÌÏÔ‡˙Â˜, ÙfiÙÂ ÌÂÙ·Í‡ ÔÈˆÓ
ÔÛÒÓ ı· Î˘Ì·›ÓÔÓÙ·È Ù· ¯Ú‹Ì·Ù· Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ÏËÚÒÛÂÈ;

ª’ ¤Ó· Ô‡ÏÌ·Ó Ù·ÍÈ‰Â‡Ô˘Ó 51 ¿ÙÔÌ· (Ô Ô‰ËÁfi˜ Î·È
50 ÂÈ‚¿ÙÂ˜). ∞Ó ÙÔ ‚¿ÚÔ˜ Î¿ıÂ ·ÙfiÌÔ˘ Î˘Ì·›ÓÂÙ·È
ÌÂÙ·Í‡ 60 kg Î·È 100 kg, ÔÈ ·ÔÛÎÂ˘¤˜ Î¿ıÂ ÂÈ‚¿-
ÙË ˙˘Á›˙Ô˘Ó ·fi 4 kg ¤ˆ˜ Î·È 15 kg Î·È ÙÔ Ô‡ÏÌ·Ó
¤¯ÂÈ ·fi‚·ÚÔ 13,25 t, ÙfiÙÂ Ó· ÂÎÙÈÌ‹ÛÂÙÂ ÙÔ Û˘ÓÔÏÈ-
Îfi ‚¿ÚÔ˜ ÙÔ˘ Ô‡ÏÌ·Ó. ∂›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ÙÔ Ô‡ÏÌ·Ó
Ó· ‰È·Û¯›ÛÂÈ ÌÈ· Á¤Ê˘Ú· Â·Ú¯È·ÎÔ‡ ‰ÚfiÌÔ˘ Ô˘ ÙÔ
·ÓÒÙ·ÙÔ ÂÈÙÚÂfiÌÂÓÔ ‚¿ÚÔ˜ ‰È¤ÏÂ˘ÛË˜ Â›Ó·È 20 t;

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·ÓÈÛÒÛÂÈ˜:
··)) 11 – 3x < 7x + 1 ‚‚)) 2x – 9 > 5x + 6 ÁÁ)) 4(3x – 5) > 3(4x + 5)

‰‰)) – > ÂÂ)) – x < ÛÛÙÙ)) 1 – (x + )< 

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÎÔÈÓ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÓÈÛÒÛÂˆÓ:

··))
7x – 1 < 8 + 6x

‚‚))
4x + 3 < 9 + 5x

ÁÁ))
2x + 5 < + 2

3x – 2 > x – 10 1 – x < 2x + 7 + 1 > x +  

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ ·ÚÈıÌfi x, ÒÛÙÂ   < Î·È   > 31
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AÓ · � ‚, Ó· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

··)) (x + ·)2 – (x + ‚)2 = ‚2 – ·2 ‚‚)) – = – 1.

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ∞µ°

Î·È µ°¢ Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈ·. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ

ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ x, y.

To ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ıÂÙÈÎÒÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ·Ó ‰È·ÈÚÂıÂ› ÌÂ ÙÔ
¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜, ‰›ÓÂÈ ËÏ›ÎÔ 7 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 23. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ÁÈ· ÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ · � 0.

··)) + = ‚‚)) + = 

∞Ó ÌÈ· Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ x2 + (Ï – 5)x + Ï = 0 Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 1, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ¿ÏÏË Ï‡ÛË.

¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ƒ(x) = x3 + 3x2 – 13x – 15. N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË P(x) = 0,
·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ÙÔ x – 3 Â›Ó·È ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ ƒ(x).

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ‡˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, Ù¤ÙÔÈÔ˘˜ ÒÛÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ
·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆÓ ÙÔ˘˜ ·˘ÍËÌ¤ÓÔ Î·Ù¿ ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘˜ Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 1.

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘, ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi
fiÙÈ ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 2 m Î·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÔÈÎÔ¤‰Ô˘ Â›Ó·È 399 m2.

¢›ÓÂÙ·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ° (
∧

A = 90Æ)
Î·È ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘ ∞¢. ∞Ó Â›Ó·È ∞¢ = x,
µ¢ = 2x + 9 Î·È °¢ = 3, Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ
ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi x.

N· Û˘ÁÎÚ›ÓÂÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (1 + ·)(1 + ‚) Î·È 1 + · + ‚.

··)) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ (· – ‚)2 + (‚ – Á)2 + (Á – ·)2 = 2(·2 + ‚2 + Á2 – ·‚ – ‚Á – Á·).
‚‚)) ∞Ó ÁÈ· ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚, Á ÈÛ¯‡ÂÈ ·2 + ‚2 + Á2 = ·‚ + ‚Á + Á·,

Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ · = ‚ = Á.
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¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ –  > ÁÈ· Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Ó.

∞Ó ·, ‚, Á  Â›Ó·È Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
··)) ·2 + ‚2 > Á2 – 2·‚ ‚‚)) ·2 + ‚2 < Á2 + 2·‚
ÁÁ)) ·2 + ‚2 + Á2 < 2·‚ + 2‚Á + 2·Á

¡· ‰È·Ù¿ÍÂÙÂ ÙÔ˘˜ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚, Á  ·fi ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÚÔ˜ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ,
·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ 2007· = 2008‚ = 2009Á.

∞Ó · > 4, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (· + 1)x2 – (3· – 2)x + · + 1 = 0 ¤¯ÂÈ ‰‡Ô
Ï‡ÛÂÈ˜ ¿ÓÈÛÂ˜.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚, Á Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙË Û¯¤ÛË
·2 + ‚2 + Á2 – 2· – 4‚ – 6Á + 14 = 0. (¢¢ÈÈ··ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ∂∂..ªª..∂∂..  11999955).

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ∞ = ·2 – 10·‚ + 27‚2 – 8‚ + 8.
°È· ÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚ Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ∞ Á›ÓÂÙ·È ÂÏ¿¯ÈÛÙË; (¢¢ÈÈ··ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ∂∂..ªª..∂∂..  22000011).

– √ Î·ıËÁËÙ‹˜:
¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  + + + = 4.

– O Ì·ıËÙ‹˜:
∫‡ÚÈÂ, ·˘Ù‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Ô‡ÙÂ Ì¤¯ÚÈ ÙÔ 2020 ‰Â Ï‡ÓÂÙ·È.
∂ÛÂ›˜ ÌÔÚÂ›ÙÂ Ó· ÙË Ï‡ÛÂÙÂ;

ÀÀfifi‰‰ÂÂÈÈÍÍËË:: ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÙÂ fiÙÈ = = + 1,  Î.Ù.Ï.

N· Ï‡ÛÂÙÂ ÙÔ ÛÙ·˘ÚfiÏÂÍÔ
√√ƒƒππ∑∑√√¡¡∆∆ππ∞∞
11.. ∂›Ó·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0..
22.. √Ú›˙ÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
33.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹

ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘.
44.. √ ·ÚÈıÌfi˜ 2 Â›Ó·È ................. ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

x2 – 5x + 6 = 0.
55.. ∂›Ó·È Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (x – 1)2 = 0.
66.. H Â›Ï˘ÛË ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ Á›ÓÂ-

Ù·È Î·È ÌÂ .......................... ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘.
77.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ

ÛÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

∫∫∞∞££∂∂∆∆∞∞
11.. ∆Ô ÚfiÛËÌfi ÙË˜ Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2Ô˘ ‚·ıÌÔ‡.
22.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x2 + ‚x + Á = 0, · � 0 ÌÂ ‚2 – 4·Á > 0 ¤¯ÂÈ .................... Ï‡ÛÂÈ˜.
33.. π‰ÈfiÙËÙ· Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÛÙË ‰È¿Ù·ÍË Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
44.. ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + ‚ = 0 ÌÂ · � 0 ¤¯ÂÈ .................... Ï‡ÛË.
55.. §¤ÁÂÙ·È Î·È Ú›˙· ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜.
66.. ∂›Ó·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË 0x = 7.
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x – 13
2007

x – 15
2005

x – 17
2003

x – 19
2001

1188

1177

1166

1155

1144

1133

2
Ó(Ó + 1)

1
(Ó + 1)(Ó + 2)

4
Ó(Ó + 2)1122

119

2.5 AAÓÓÈÈÛÛfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ––  ∞∞ÓÓÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ  ¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ

➐

➏

➊

➌
➊

➎

➋
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➋
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➌
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ññ ∏ ÁÁÂÂÓÓÈÈÎÎ‹‹  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹ ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÚÒÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ Â›Ó·È ·x + ‚ = 0 ÌÂ · � 0, .¯. 3x + 18 = 0
ññ §§‡‡ÛÛËË ‹ ÚÚ››˙̇·· ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â›Ó·È Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Ô˘ ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ. ¶.¯. Ô ·ÚÈıÌfi˜  x= –6 Â›Ó·È Ï‡ÛË

ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 3x + 18 = 0, ·ÊÔ‡ 3 � (–6) + 18 = 0.
ññ ∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ··xx  ++  ‚‚  ==  00

ññ ∏ ÁÁÂÂÓÓÈÈÎÎ‹‹  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹  ÌÈ·˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ Â›Ó·È ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0,
.¯. 2x2 – 5χ + 3 = 0 µε α = 2, β = –5  και  γ = 3

ññ ∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  xx22 ==  ··

ññ ∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ==  00  ÌÌÂÂ  ··  � 00

ññ ¶¶··ÚÚ··ÁÁÔÔÓÓÙÙÔÔÔÔ››ËËÛÛËË  ÙÙÚÚÈÈˆ̂ÓÓ‡‡ÌÌÔÔ˘̆::
∞Ó Ú1, Ú2 Â›Ó·È ÔÈ Ú›˙Â˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x2 + ‚x + Á = 0 ÌÂ · � 0, ÙfiÙÂ ·x2 + ‚x + Á = ·(x – Ú1)(x – Ú2)

ññ ∫∫ÏÏ··ÛÛÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ‹‹  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ¿ÁÓˆÛÙÔ ÛÙÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.
ññ ŒÓ·˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÈ Î¿ÔÈÔÓ ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ÌÈ·˜ ÎÏ·ÛÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ï‡ÛË (‹ Ú›˙·) ÙË˜.

√√ÚÚÈÈÛÛÌÌfifi˜̃  ‰‰ÈÈ¿¿ÙÙ··ÍÍËË˜̃:: ∞Ó · – ‚ > 0, ÙfiÙÂ · > ‚
∞Ó · – ‚ < 0, ÙfiÙÂ · < ‚
∞Ó · – ‚ = 0, ÙfiÙÂ · = ‚

ππ‰‰ÈÈfifiÙÙËËÙÙÂÂ˜̃  ÙÙËË˜̃  ‰‰ÈÈ¿¿ÙÙ··ÍÍËË˜̃

¶¶··ÚÚ··ÙÙËËÚÚ‹‹ÛÛÂÂÈÈ˜̃:: ññ °È· Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi · ÈÛ¯‡ÂÈ ·2 � 0.
ññ ∞Ó ÁÈ· ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚ ÈÛ¯‡ÂÈ ·2 + ‚2 = 0, ÙfiÙÂ · = ‚ = 0.
ññ ¢ÂÓ ÂÈÙÚ¤ÂÙ·È Ó· ·Ê·ÈÚÔ‡ÌÂ ‹ Ó· ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË. 

ñ AÓ · > ‚ > 0  Î·È  Á > ‰ > 0,  ÙfiÙÂ  ·Á > ‚‰

ñ AÓ · > ‚  Î·È  ‚ > Á,  ÙfiÙÂ  · > Á     (ªÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

ñ AÓ · > ‚  Î·È  Á > ‰,  ÙfiÙÂ  · + Á > ‚ + ‰

·        ‚
ñ AÓ · > ‚  Î·È  Á < 0,  ÙfiÙÂ  ·Á < ‚Á Î·È  < Á        Á

·        ‚
ñ AÓ · > ‚  Î·È  Á > 0,  ÙfiÙÂ  ·Á > ‚Á Î·È  > Á        Á

ñ AÓ · > ‚, ÙfiÙÂ · + Á > ‚ + Á      Î·È     · – Á > ‚ – Á

4.  ΑNIΣΟΤΗΤΕΣ – ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ ΜΕ ΕΝΑΝ ΑΓΝΩΣΤΟ

3.  ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

¢ < 0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (·‰‡Ó·ÙË)

‚
¢ = 0 ¤¯ÂÈ Ì›· ‰ÈÏ‹ Ï‡ÛË, ÙËÓ x = – 2·

–‚+��¢ –‚–��¢¢ > 0 ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ¿ÓÈÛÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ x =  Î·È   x =  
2· 2·

™™˘̆ÌÌÂÂÚÚ¿¿ÛÛÌÌ··ÙÙ··  ··fifi  ÙÙËË  ÏÏ‡‡ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ  ==  00  ÌÌÂÂ  ··  � 00

x2 = 0 άρα x = 0 (διπλή λύση)· = 0 ¤¯ÂÈ Ì›· Ï‡ÛË ÙË x = 0 (‰ÈÏ‹)

x2 = –4 (αδύνατη)· < 0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (·‰‡Ó·ÙË)

x2 = 2 άρα x = ��2 ή  x = –��2· > 0 ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÈ˜ x = ��· Î·È x = –��·
¶¶··ÚÚ··‰‰ÂÂ››ÁÁÌÌ··ÙÙ··™™˘̆ÌÌÂÂÚÚ¿¿ÛÛÌÌ··ÙÙ··  ··fifi  ÙÙËË  ÏÏ‡‡ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  xx22 ==  ··

2.  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ∆ΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

0x = 2 (αδύνατη)
0χ = 0 (ταυτότητα)· = 0

‚ � 0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË (·‰‡Ó·ÙË)
‚ = 0 ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi (Ù·˘ÙfiÙËÙ·)

34χ + 3 = 0  ή  4χ = –3  ή  χ = – 
4

‚
· � 0 ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ x = – ·

¶¶··ÚÚ··‰‰ÂÂ››ÁÁÌÌ··ÙÙ··™™˘̆ÌÌÂÂÚÚ¿¿ÛÛÌÌ··ÙÙ··  ··fifi  ÙÙËË  ÏÏ‡‡ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ··xx  ++  ‚‚  ==  00

1.  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

EE¶¶∞∞¡¡∞∞§§∏∏ææ∏∏  ––  ∞∞¡¡∞∞∫∫∂∂ºº∞∞§§∞∞ππøø™™∏∏  22oo˘̆  KK∂∂ºº∞∞§§∞∞ππ√√ÀÀ
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3.1 Η έννοια της γραµµικής
εξίσωσης

3.2 Η έννοια του γραµµικού
συστήµατος και η
γραφική επίλυσή του

3.3 Αλγεβρική επίλυση
γραµµικού συστήµατος 

Γενικές ασκήσεις 3ου κεφαλαίου

Επανάληψη – Ανακεφαλαίωση

ΚΕΦΑΛΑΙΟ3o

(121-127)  3-11-06  02:18  ™ÂÏ›‰·121



122

✔ Μαθαίνω τι ονοµάζεται γραµµική εξίσωση µε δύο
αγνώστους και πώς παριστάνεται γραφικά.

∞Ó ÛÙÔ ‰ÈÏ¿ÛÈÔ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ x ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi y, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¿ıÚÔÈÛÌ· 6.
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈ· Û¯¤ÛË Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ x Î·È y.
‚‚)) ¶ÔÈ· ·fi Ù· ˙Â‡ÁË (–1, 8), (0, 6), (–2, 7), (2, 2) (3, 0), (3, 5) Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ

ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË; 
ÁÁ)) ™’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· fiÛ· ·fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ˙Â‡ÁË

Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙË Û¯¤ÛË. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÂÓfi˜ ¯¿Ú·Î· Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó fiÏ· ·˘Ù¿ Ù·
ÛËÌÂ›· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â.

‰‰)) ¶¿Óˆ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â Ó· ¿ÚÂÙÂ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ª Î·È Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙË Û¯¤ÛË.

∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ··xx  ++  ‚‚yy  ==  ÁÁ
À¿Ú¯Ô˘Ó ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ Ë Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y
Î·È Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6 Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·˘Ù‹˜, ÌÂ · = 2, ‚ = 1 Î·È Á = 6.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· x = 1 Î·È y = 4 Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6 Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È, ·ÊÔ‡
2 � 1 + 4 = 6, ÂÓÒ ÁÈ· x = 3 Î·È y = 5 ‰ÂÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È, ·ÊÔ‡ 2 � 3 + 5 = 11 � 6.
∆Ô ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ (1, 4) Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6, Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È Ì›·
ÏÏ‡‡ÛÛËË ÙË˜.

§§‡‡ÛÛËË  ÌÌÈÈ··˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃  ··xx  ++  ‚‚yy  ==  ÁÁ  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ˙̇ÂÂ‡‡ÁÁÔÔ˜̃  ··ÚÚÈÈııÌÌÒÒÓÓ  ((xx,,  yy))  ÔÔ˘̆  ÙÙËËÓÓ  
ÂÂ··ÏÏËËııÂÂ‡‡ÂÂÈÈ..

∏ ÂÍ›ÛˆÛË fiÌˆ˜ 2x + y = 6 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÌfiÓÔ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (1, 4), ·ÏÏ¿ ¤¯ÂÈ ¿¿ÂÂÈÈÚÚÂÂ˜̃  ÏÏ‡‡ÛÛÂÂÈÈ˜̃.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÙÈÌ‹
ÙÔ˘ y, ÒÛÙÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) Ó· Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Î·È ¤ÙÛÈ Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·Ó ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ.

°È· x = –1 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � (–1) + y = 6, ÔfiÙÂ y = 8.
°È· x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 0 + y = 6, ÔfiÙÂ y = 6.
°È· x = 2 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 2 + y = 6, ÔfiÙÂ y = 2.
°È· x = 3 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 3 + y = 6, ÔfiÙÂ y = 0    Î.Ù.Ï.

ÕÚ· Ù· ˙Â‡ÁË    (–1, 8), (0, 6), (2, 2), (3, 0), ... Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2x + y = 6.

Γενικά

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜33..11

––11 00 22 33
88 66 22 00

xx
yy
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AÓ Û’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›·
Ô˘ Î·ı¤Ó· ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÌÈ· Ï‡ÛË ÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ 2x + y = 6, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù¿ ‚Ú›ÛÎÔ-
ÓÙ·È ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â.

∞ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô
ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Â, .¯. ÙÔ ª(4, –2), ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘Ó-
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6,
·ÊÔ‡ 2 � 4 + (–2) = 6. ÕÚ· Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜
Â ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y) Ô˘ Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜
·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË˜.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x + y = 6
·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Â: 2x + y = 6.

ññ AAÓÓ  ¤¤ÓÓ··  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ··ÓÓ‹‹ÎÎÂÂÈÈ  ÛÛÂÂ  ÌÌÈÈ··  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÔÔÈÈ  ÛÛ˘̆ÓÓ--
ÙÙÂÂÙÙ··ÁÁÌÌ¤¤ÓÓÂÂ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ÂÂ··ÏÏËËııÂÂ‡‡ÔÔ˘̆ÓÓ  ÙÙËËÓÓ  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ÙÙËË˜̃
ÂÂ˘̆ııÂÂ››··˜̃..

ññ AAÓÓ  ÔÔÈÈ  ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÙÙ··ÁÁÌÌ¤¤ÓÓÂÂ˜̃  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ˘̆  ÂÂ··ÏÏËËııÂÂ‡‡ÔÔ˘̆ÓÓ
ÙÙËËÓÓ  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ÌÌÈÈ··˜̃  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··˜̃,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ··ÓÓ‹‹ÎÎÂÂÈÈ
ÛÛÙÙËËÓÓ  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ··˘̆ÙÙ‹‹..

∂∂ÈÈ‰‰ÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÚÚÈÈÙÙÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃
∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  yy  ==  kk..
AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 2y = 6, Ô˘
Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á ÌÂ · = 0, ÙfiÙÂ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹-
ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ¤¯Ô˘ÌÂ y = 3.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ˙Â‡ÁË (–1, 3), (1, 3),
(3, 3), Î.Ù.Ï. Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 2y = 6 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ·
Â˘ıÂ›· Â ÙË˜ ÔÔ›·˜ fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ
›‰È· ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y = 3 Î·È ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÔÔÈÔÓ‰‹-
ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi. ÕÚ· Ë Â Â›Ó·È ÌÈ· Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 3). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË y = 3.

HH  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  yy  ==  kk  ÌÌÂÂ  kk  � 00  ··ÚÚÈÈÛÛÙÙ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÌÌÈÈ··  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ÔÔ˘̆  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ··ÚÚ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏËË  ÛÛÙÙÔÔÓÓ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  xx�xx
ÎÎ··ÈÈ  ÙÙ¤¤ÌÌÓÓÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  yy�yy  ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ((00,,  kk)),,  ÂÂÓÓÒÒ  ËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  yy  ==  00  ··ÚÚÈÈÛÛÙÙ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ
¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  xx�xx

Γενικά

Γενικά

123

3.1 ∏∏  ¤¤ÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙËË˜̃  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎ‹‹˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃
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∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  xx  ==  kk

AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË 3x + 0y = 6, Ô˘ Â›Ó·È ÙË˜
ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á ÌÂ ‚ = 0, ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y ¤¯Ô˘ÌÂ x = 2.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ˙Â‡ÁË (2, –2), (2, 1), (2, 3), Î.Ù.Ï. Â›Ó·È
Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 3x + 0y = 6 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÌÈ· Â˘ıÂ›· Â
ÙË˜ ÔÔ›·˜ fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x = 2 Î·È
ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ·ÚÈıÌfi. ÕÚ· Ë Â Â›Ó·È ÌÈ· Â˘ıÂ›·
·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ
ÛËÌÂ›Ô (2, 0).
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË
x = 2.

HH  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  xx  ==  kk  ÌÌÂÂ  kk  � 00  ··ÚÚÈÈÛÛÙÙ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÌÌÈÈ··  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ÔÔ˘̆  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ··ÚÚ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏËË  ÛÛÙÙÔÔÓÓ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  yy�yy
ÎÎ··ÈÈ  ÙÙ¤¤ÌÌÓÓÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  xx�xx  ÛÛÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ((kk,,  00)),,  ÂÂÓÓÒÒ  ËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  xx  ==  00  ··ÚÚÈÈÛÛÙÙ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÙÙÔÔÓÓ
¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  yy�yy

∏∏  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ··xx  ++  ‚‚yy  ==  ÁÁ  ÌÌÂÂ  ··  ==  ‚‚  ==  00

ñ ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 0y = 7 ‰ÂÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·, ·ÊÔ‡ Î·Ó¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) ‰ÂÓ
Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ (··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙËË ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË).

ñ ∏ ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 0y = 0 Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜
·ÚÈıÌÒÓ (x, y). °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ˙Â‡ÁË (–1, 0), (0, 1),
(2, 1), (2, 2), Î.Ù.Ï. Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ (··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙËË  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË).
∆· ÛËÌÂ›· fiÌˆ˜, Ô˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È
Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ‰Â ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ›‰È· Â˘ıÂ›·.
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË 0x + 0y = 0 ‰ÂÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·,
fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·.

∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜, fiˆ˜ ÔÈ 2x + y = 6, 0x + 2y = 6, 3x + 0y = 6, 0x + 0y = 7, 0x + 0y = 0,
oÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y. Ÿˆ˜ ‰È·ÈÛÙÒÛ·ÌÂ ÛÙ·
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÌfiÓÔ ÔÈ ÙÚÂÈ˜ ÚÒÙÂ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó Â˘ıÂ›·. ™ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜
·˘Ù¤˜ ¤Ó·˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙˆÓ x,y Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi˜ ·fi ÙÔ ÌË‰¤Ó.

°°ÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎ‹‹  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ÌÌÂÂ  ··ÁÁÓÓÒÒÛÛÙÙÔÔ˘̆˜̃  xx,,  yy  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹˜̃
··xx  ++  ‚‚yy  ==  ÁÁ    ÎÎ··ÈÈ  ··ÚÚÈÈÛÛÙÙ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  fifiÙÙ··ÓÓ    ··  � 00      ‹‹      ‚‚  � 00..

Γενικά
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··)) ¡¡··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ÂÂ  ::  22xx  ––  33yy  ==  1122..
‚‚)) ŒŒÓÓ··  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ªª  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÙÙÂÂÙÙ··ÁÁÌÌ¤¤ÓÓËË  ––22..  ¶¶ÔÔÈÈ··  ÚÚ¤¤ÂÂÈÈ  ÓÓ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ËË  ÙÙÂÂÙÙÌÌËËÌÌ¤¤ÓÓËË  ÙÙÔÔ˘̆,,  ÒÒÛÛÙÙÂÂ

ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ÓÓ’’  ··ÓÓ‹‹ÎÎÂÂÈÈ  ÛÛÙÙËËÓÓ  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ÂÂ;;

Λύση
··)) °È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›·

Â :: 2x – 3y = 12 ·ÚÎÂ› Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ
‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È· x = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ  –3y = 12, ÔfiÙÂ y =–4.
°È· y = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ   2x = 12, ÔfiÙÂ x = 6.
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË 2x – 3y = 12 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·
Â Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ∞(0, –4) Î·È
µ(6, 0).

‚‚)) ∆Ô ÛËÌÂ›Ô ª ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â, ·Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜. ∞ÊÔ‡ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª ¤¯ÂÈ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y = –2  ÁÈ· ÙËÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ x
Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ 2x – 3(–2) = 12  ‹  2x + 6 = 12  ‹  2x = 6  ‹  x = 3.

ÕÚ· Ë ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª Â›Ó·È x = 3.

AAÓÓ  ËË  ÂÂ˘̆ııÂÂ››··  ÂÂ  ::  ··xx  ––  yy  ==  11  ‰‰ÈÈ¤¤ÚÚ¯̄ÂÂÙÙ··ÈÈ  ··fifi  ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ  ∞∞((22,,  55)),,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÓÓ··  ÚÚÔÔÛÛ‰‰ÈÈÔÔÚÚÈÈÛÛÙÙÂÂ››
ËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  ··  ÎÎ··ÈÈ  ÛÛÙÙËË  ÛÛ˘̆ÓÓ¤¤¯̄ÂÂÈÈ··  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ  ÙÙ··  ÎÎÔÔÈÈÓÓ¿¿  ÛÛËËÌÌÂÂ››··  ÙÙ‹‹˜̃  ÂÂ  ÌÌÂÂ  ÙÙÔÔ˘̆˜̃  ¿¿ÍÍÔÔÓÓÂÂ˜̃..

Λύση
∏ Â˘ıÂ›· Â :: ·x – y = 1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(2, 5), ÔfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ∞ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·x – y = 1. ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ 2· – 5 = 1  ‹
2· = 6   ‹  · = 3. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ë Â˘ıÂ›· Â ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË 3x – y = 1.
°È· x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ 3 � 0 – y = 1  ‹  –y = 1  ‹   y = –1, ‰ËÏ·‰‹ Ë Â˘ıÂ›· Â Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, –1).
°È· y = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ 3x – 0 = 1  ‹  3x = 1  ‹   x = , ‰ËÏ·‰‹ Ë Â˘ıÂ›· Â Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ( , 0).

∏∏  ÂÂÚÚ››ÌÌÂÂÙÙÚÚÔÔ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆  ‰‰ÈÈÏÏ··ÓÓÔÔ‡‡  ÛÛ¯̄‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  4400  mm..
··)) ¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ËË  ÛÛ¯̄¤¤ÛÛËË  ÔÔ˘̆  ÛÛ˘̆ÓÓ‰‰¤¤ÂÂÈÈ  ÙÙ··  xx,,  yy..
‚‚)) AAÓÓ  ËË  ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  yy  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  1100  mm,,  ÔÔÈÈ··  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ËË

ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  xx;;

Λύση
··)) ∏ ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È 5x + y + 3x + y, ¿Ú· ÈÛ¯‡ÂÈ

5x + y + 3x + y = 40  ‹  8x + 2y = 40  ‹  4x + y = 20  (1).
‚‚)) ∞Ó Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y Â›Ó·È 10 m, ÙfiÙÂ Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ y ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ ·fi 10 Î·È

¿Óˆ, ‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ y � 10. Afi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· (1) ¤¯Ô˘ÌÂ y = 20 – 4x, ÔfiÙÂ
Ú¤ÂÈ 20 – 4x � 10  ‹  –4x � 10 – 20  ‹  –4x � –10  ‹  x � 2,5. ÕÚ· Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹
x ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ ·fi 2,5 Î·È Î¿Ùˆ, ÔfiÙÂ Ë Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜ Â›Ó·È 2,5 m.
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¶ÔÈ· ·fi Ù· ˙Â‡ÁË (3, 2), (1, 5), (0, 6), (–3, 10), (–2, 8) Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
4x + 3y = 18;

N· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜.
··)) ∆Ô ÛËÌÂ›Ô (3, –2) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· Â : 3x – y = 7.
‚‚)) H Â˘ıÂ›· Â :: 5x + y = –10 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (–2, 0).
ÁÁ)) ∏ Â˘ıÂ›· Â :: 2x + 5y = 0 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.
‰‰)) H Â˘ıÂ›· Â :: 3x + y = 6 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 3).

N· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· Â ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ
Û¯ËÌ¿ÙˆÓ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
11.. y = 1 22.. x = –1 33.. y = x 44.. x = 1

OÈ Â˘ıÂ›Â˜ ‰1, ‰2 ‰È¯ÔÙÔÌÔ‡Ó ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. ¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

i) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ‰1 Â›Ó·È: ··)) x = 1 ‚‚)) y = 1 ÁÁ)) y = x ‰‰)) y = –x
ii) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ‰2 Â›Ó·È: ··)) x = –1 ‚‚)) y = –1 ÁÁ)) y = x ‰‰)) y = –x

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.
i) H Â˘ıÂ›· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (4, –3) Î·È Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x

¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË:
··)) y = 4 ‚‚)) x = 4 ÁÁ)) x = –3 ‰‰)) y = –3 ÂÂ)) 4x – 3y = 0

ii) H Â˘ıÂ›· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (4, –2) Î·È Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y
¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË:
··)) y = 4 ‚‚)) x = 4 ÁÁ)) x = –2 ‰‰)) y = –2 ÂÂ)) 4x – 2y = 0
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¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜:
··)) Â1 :: 2x – y = 2 ‚‚)) Â2 :: –4x + 2y = 10 ÁÁ)) Â3 :: 10x – 5y = 20
TÈ ·Ú·ÙËÚÂ›ÙÂ;

¢›ÓÂÙ·È Ë Â˘ıÂ›· Â :: 6x + 2y = 8 – 2Ï.
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ï, ÒÛÙÂ Ë Â˘ıÂ›· Â Ó· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.
‚‚)) °È· Ï = 4 Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â.

∞Ó Ë Â˘ıÂ›· Â :: 4x + 3y = 12 Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x�x Î·È y�y ÛÙ· ÛËÌÂ›· ∞ Î·È µ
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, ÙfiÙÂ:
··)) ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ∞ Î·È µ.
‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ √∞µ, fiÔ˘ √ Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.

··)) ™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 :: 2x = –4, Â2 : 3y = 6
Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÎÔÈÓÔ‡ ÙÔ˘˜ ÛËÌÂ›Ô˘.

‚‚)) ¶ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Â˘ıÂ›Â˜ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô;
˙1 :: 2x – y = 6, ˙2 :: 3x + y = 10 Î·È ˙3 :: –5x + 3y = 16

··)) ™Ùo ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ ÌÂ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:
x = –1, x = 5, y = –2 Î·È y = 3

‚‚)) ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÏÂ‡ÚÔ˘ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ï, ÒÛÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË   (Ï – 2)x +(Ï – 1)y = 6  Ó· ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ
Â˘ıÂ›· Ô˘ Â›Ó·È:
··)) ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x ‚‚)) ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.
N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Â˘ıÂ›· ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË.

∫¿ÔÈÔ˜ ÂÚ¿ÙËÛÂ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ ÛÙÔ
ÛËÌÂ›Ô µ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· 4 km/h Î·È ÌÂÙ¿
ÎÔÏ‡ÌËÛÂ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· 2 km/h Ì¤¯ÚÈ Ó·
ÊÙ¿ÛÂÈ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô °. ∞Ó Ô Û˘ÓÔÏÈÎfi˜
¯ÚfiÓÔ˜ Ô˘ ÌÂÛÔÏ¿‚ËÛÂ Ì¤¯ÚÈ Ó· ÊÙ¿ÛÂÈ
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ° Â›Ó·È ÌÈ· ÒÚ·, ÙfiÙÂ:
··)) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ÙËÓ

ÔÔ›· Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÔÈ ·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜ x, y.
‚‚)) AÓ ÂÚ¿ÙËÛÂ 3 km, fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÎÔÏ‡ÌËÛÂ;

™’ ¤Ó· ÍÂÓÒÓ· ˘¿Ú¯Ô˘Ó x ‰›ÎÏÈÓ· Î·È y ÙÚ›ÎÏÈÓ· ‰ˆÌ¿ÙÈ·. ∞Ó Ô ÍÂÓÒÓ·˜ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÔÏÈÎ¿
25 ÎÚÂ‚¿ÙÈ·, ÙfiÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ Ù· x, y. ¡· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ
ÛÂ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Â˘ıÂ›· Î·È ·fi ÙÔ Û¯‹Ì· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÙÂ
fiÛ· ‰›ÎÏÈÓ· Î·È fiÛ· ÙÚ›ÎÏÈÓ· ‰ˆÌ¿ÙÈ· Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ¤¯ÂÈ Ô ÍÂÓÒÓ·˜.
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3.1 ∏∏  ¤¤ÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙËË˜̃  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎ‹‹˜̃  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË˜̃
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✔ Mαθαίνω τι λέγεται γραµµικό σύστηµα και πώς επιλύεται
γραφικά.

1. ™Â ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› Ó· ¯·Ú¿ÍÂÙÂ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Î·È Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜
Â˘ıÂ›Â˜  Â1 :: x + y = 5   Î·È   Â2 :: 2x + y = 8.

2. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜ Î·È Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ
·Ó Â›Ó·È Ï‡ÛË Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ.

∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y,
.¯.  x + y = 5 Î·È  2x + y = 8

Î·È ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) Ô˘ Â›Ó·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ï‡ÛË Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô
ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎfifi  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··  ‰‰‡‡ÔÔ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ
ÌÌÂÂ  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÁÁÓÓÒÒÛÛÙÙÔÔ˘̆˜̃  xx  ÎÎ··ÈÈ  yy.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ (3, 2) Â·ÏËıÂ‡ÂÈ Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘

ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ � x + y = 5
,   ·ÊÔ‡ � 3 + 2 = 5

2x + y = 8 2 � 3 + 2 = 8
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È ÏÏ‡‡ÛÛËË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

§§‡‡ÛÛËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎÔÔ‡‡  ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ‰‰‡‡ÔÔ  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂˆ̂ÓÓ  ÌÌÂÂ  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÁÁÓÓÒÒÛÛÙÙÔÔ˘̆˜̃  xx  ÎÎ··ÈÈ  yy  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ
ÎÎ¿¿ııÂÂ  ˙̇ÂÂ‡‡ÁÁÔÔ˜̃  ((xx,,  yy))  ÔÔ˘̆  ÂÂ··ÏÏËËııÂÂ‡‡ÂÂÈÈ  ÙÙÈÈ˜̃  ÂÂÍÍÈÈÛÛÒÒÛÛÂÂÈÈ˜̃  ÙÙÔÔ˘̆..

¶Ò˜ fiÌˆ˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô
·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y; ¢ËÏ·‰‹ Ò˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) Ô˘ Ó· Â›Ó·È
Ï‡ÛË ÙÔ˘;

ŒÓ· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y ÂÈÏ‡ÂÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ ·ÏÏ¿
Î·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿.

°°ÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ÂÂ››ÏÏ˘̆ÛÛËË  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎÔÔ‡‡  ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÌÌÂÂ  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÁÁÓÓÒÒÛÛÙÙÔÔ˘̆˜̃  
™™‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··  ÌÌÂÂ  ÌÌÔÔÓÓ··‰‰ÈÈÎÎ‹‹  ÏÏ‡‡ÛÛËË

°È· ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ .¯. ÙÔ˘ � x + y = 5 

ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:
2x + y = 8 

Γενικά

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘Û‹ Ùo˘33.. 22
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™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜
Â1 :: x + y = 5     Î·È
Â2 :: 2x + y = 8,

ÔÈ ÔÔ›Â˜ fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·
ÙÙ¤¤ÌÌÓÓÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞. ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (3, 2) ÙÔ˘ ÎÎÔÔÈÈÓÓÔÔ‡‡  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ˘̆ ∞ ÙˆÓ
Â˘ıÂÈÒÓ ·˘ÙÒÓ.
∂ÂÈ‰‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(3, 2) ·Ó‹ÎÂÈ Î·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô
Â˘ıÂ›Â˜, ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ x = 3 Î·È y = 2
Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹-
Ì·ÙÔ˜, ¿Ú· ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. √È Â˘ıÂ›Â˜ fiÌˆ˜ Â1, Â2 ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó
¿ÏÏÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô, ÔfiÙÂ Î·È ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ
¿ÏÏË Ï‡ÛË. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (3, 2) Â›Ó·È
Ë ÌÌÔÔÓÓ··‰‰ÈÈÎÎ‹‹ Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

∞∞‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··

°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

� 2x – 3y = 6 
4x – 6y = –24

Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜
Â1 :: 2x – 3y = 6  Î·È
Â2 :: 4x – 6y = –24,

ÔÈ ÔÔ›Â˜ fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì·
Â›Ó·È ··ÚÚ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏÂÂ˜̃. ∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó
ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô, ÔfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ‰‰ÂÂÓÓ  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÏÏ‡‡ÛÛËË.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
Â›Ó·È ··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔ.

∞∞fifiÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··
°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

� 3x –  y  = 6 
6x – 2y = 12

Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜
Â1 :: 3x – y = 6    Î·È
Â2 :: 6x – 2y = 12,

ÔÈ ÔÔ›Â˜, fiˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰ÈÏ·Ófi
Û¯‹Ì·, ÛÛ˘̆ÌÌ››ÙÙÔÔ˘̆ÓÓ  ((ÙÙ··˘̆ÙÙ››˙̇ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ)). ÕÚ· ¤¯Ô˘Ó fiÏ·
Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘˜ ÎÔÈÓ¿ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
¤¯ÂÈ ¿¿ÂÂÈÈÚÚÂÂ˜̃  ÏÏ‡‡ÛÛÂÂÈÈ˜̃. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ
fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ.
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3.2 ∏∏  ¤¤ÓÓÓÓÔÔÈÈ··  ÙÙÔÔ˘̆  ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎÔÔ‡‡  ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÎÎ··ÈÈ  ËË  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ÂÂ››ÏÏ˘̆ÛÛ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆

yy

AA  ((33,,  22))

ÂÂ
22 ::  22xx++

yy==
88

ÂÂ
11 ::  xx++yy==55
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33yy  ==
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M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3Ô

··)) ¡¡··  ÂÂÈÈÏÏ˘̆ııÂÂ››  ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ¿¿  ÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ··              ((™™))  :: � 22xx  ++  33yy  ==  1144
xx  ––  22yy    ==  00  

‚‚)) ¡¡··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÂÂÌÌ‚‚··‰‰fifiÓÓ  ÙÙÔÔ˘̆  ÙÙÚÚÈÈÁÁÒÒÓÓÔÔ˘̆  ÔÔ˘̆  ÛÛ¯̄ËËÌÌ··ÙÙ››˙̇ÔÔ˘̆ÓÓ  ÔÔÈÈ  ÂÂ˘̆ııÂÂ››ÂÂ˜̃  ÂÂ11 ::  22xx  ++  33yy  ==  1144,,
ÂÂ22 ::  xx  ––  22yy  ==  00  ÎÎ··ÈÈ  ÔÔ  ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··˜̃  xx�xx..

Λύση
··)) °È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›·

Â1 :: 2x + 3y = 14 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›-
˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È· x = 1 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 + 3y = 14
‹  3y = 12, ofiÙÂ y = 4.
°È· x = 7 ¤¯Ô˘ÌÂ 2 � 7 + 3y = 14
‹  3y = 0, ÔfiÙÂ y = 0.
ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
Ù· ÛËÌÂ›· ∞(1, 4) Î·È µ(7, 0).
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›·
Â2 :: x – 2y = 0 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È· x = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ  –2y = 0, ÔfiÙÂ y = 0.
°È· x = 2  ¤¯Ô˘ÌÂ  2 – 2y = 0 ‹ –2y = –2, ÔfiÙÂ y = 1.
ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â2 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È °(2, 1).
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 ¤¯Ô˘Ó ¤Ó· ÌfiÓÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ ª(4, 2), ÔfiÙÂ
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (™) ¤¯ÂÈ Ì›· Ï‡ÛË ÙËÓ (x, y) = (4, 2).

‚‚)) ∆Ô ÙÚ›ÁˆÓÔ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Î·È Ô ¿ÍÔÓ·˜ x�x Â›Ó·È ÙÔ √ªµ, ÙÔ
ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ‚¿ÛË √µ = 7 Î·È ‡„Ô˜ ª¢ = 2.

ÕÚ· ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ∂ = = 7 ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜.

NN··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ¿¿ÛÛÂÂÙÙÂÂ  ÙÙÈÈ˜̃  ÂÂ˘̆ııÂÂ››ÂÂ˜̃::        ÂÂ11 ::  xx  ––  yy  ==  00,,        ÂÂ22 ::  xx  ++  yy  ==  00,,        ÂÂ33 ::  ––xx  ++  yy  ==  ––33..
¶¶fifiÛÛÂÂ˜̃  ÏÏ‡‡ÛÛÂÂÈÈ˜̃  ¤¤¯̄ÂÂÈÈ  ÎÎ··ıı¤¤ÓÓ··  ··fifi  ÙÙ··  ··ÚÚ··ÎÎ¿¿ÙÙˆ̂  ÛÛ˘̆ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙ··::

((™™11))  :: � xx  ––  yy  ==  00
((™™22))  :: � xx  ––  yy ==  00

xx  ++  yy  ==  00 ––xx  ++  yy  ==  00

Λύση
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â1 :: x – y = 0 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜. 
°È·  x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 0 Î·È ÁÈ· x = 1 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 1. ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â1 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
Ù· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È ∞(1, 1).
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â2 :: x + y = 0 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙË˜.
°È·  x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 0 Î·È ÁÈ· x = –1 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 1.  ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â2 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È µ(–1, 1).
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™¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›· Â3 :: –x + y = –3.
°È·  x = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ y = –3 Î·È ÁÈ· y = 0
¤¯Ô˘ÌÂ x = 3.  ÕÚ· Ë Â˘ıÂ›· Â3 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›· °(0, –3) Î·È ¢(3, 0).

∆Ô Û‡ÛÙËÌ· (™1) ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ
(0, 0), ·ÊÔ‡ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 Î·È Â2 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô √(0, 0), ÂÓÒ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (™2)
Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ, ·ÊÔ‡ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 Î·È Â2 Â›Ó·È
·Ú¿ÏÏËÏÂ˜.

¡· ÂÈÏ¤ÍÂÙÂ ÙË ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË.

∆Ô Û‡ÛÙËÌ· � x – y = 5 
¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘:

2x + y = 1

··)) ∞(–3, 2) ‚‚)) µ(1, –1) ÁÁ)) °(1, –4) ‰‰)) ¢(2, –3)

∞Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 Î·È
Â2, Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜
Â˘ıÂÈÒÓ ÙË˜ ÛÙ‹ÏË˜ ∞, ÙÔ ÛˆÛÙfi Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ·fi ÙË ÛÙ‹ÏË µ.

ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ï‡ÛË ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ
Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·.

··)) � 2x – 3y = 0
‚‚)) � 2x – 3y = 0

–2x + y = 4 2x + 3y = 12

ÁÁ)) � y = 0
‰‰)) � x = 0

2x + 3y = 12 2x – 3y = 0

33

11.. To Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ.

22.. ∆Ô Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ Ì›·  ÌfiÓÔ Ï‡ÛË.

33.. ∆Ô Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ.

··.. √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È.

‚‚.. √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜.

ÁÁ.. √È Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2 Û˘Ì›ÙÔ˘Ó.

™Ù‹ÏË µ™Ù‹ÏË ∞

22

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
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¡· Ï‡ÛÂÙÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � x = 3
‚‚)) � y = 3

ÁÁ)) � x + y = 0
x + 2y = 7 –2x + y = 1 x – y = 0

‰‰)) �3x – y = 2
ÂÂ)) � 3x + 6y = 9

ÛÛÙÙ)) � 2x – y = 10
x – y = 0 2x + 4y = 6 4x – 2y = 1

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ
Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � x + 2y = 5
‚‚)) � x – 3y = 2

ÁÁ)) � x + y = 2
x + 2y = 1 2x – 6y = 4 x + 3y = 6

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·
Ù·¯‡ÙËÙ·˜ – ¯ÚfiÓÔ˘ ‰‡Ô ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙˆÓ ∞ Î·È µ.
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ:
··)) ∆ËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘.
‚‚)) ™Â fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÎ›ÓËÛ‹ ÙÔ˘˜ Ù·

‰‡Ô ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· ı· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Ù·¯‡ÙËÙ·
Î·È ÔÈ· ı· Â›Ó·È ·˘Ù‹;

ŒÓ·˜ Ê›Ï·ıÏÔ˜ ÁÈ· Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ 
ÙÔ˘˜ ·ÁÒÓÂ˜ ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜
‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜:
– ¡· ÏËÚÒÓÂÈ 20 C ÁÈ· Î·ıÂ ·ÁÒÓ· Ô˘

·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÂ›.
– ¡· ÏËÚÒÛÂÈ 60 C ˆ˜ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Ó‰Úfi-

Ì‹ Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÁÒÓ· Ô˘ ·Ú·ÎÔÏÔ˘-
ıÂ› Ó· ÏËÚÒÓÂÈ 10 C.

– ¡· ÏËÚÒÛÂÈ 300 C Î·È Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘-
ıÂ› fiÛÔ˘˜ ·ÁÒÓÂ˜ ÂÈı˘ÌÂ›.

∏ Û¯¤ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÁÒ-
ÓˆÓ Ô˘ ı· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ Ô Ê›Ï·ıÏÔ˜
ÌÂ ÙÔ ¯ÚËÌ·ÙÈÎfi ÔÛfi Ô˘ ı· ÏËÚÒÛÂÈ
ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÛËÌÂ›· ÌÈ·˜ ·fi ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2, Â3.
··)) ¡· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÂÙÂ Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ÛÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜.
‚‚)) ¶fiÛÔ˘˜ ·ÁÒÓÂ˜ Ú¤ÂÈ Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ ¤Ó·˜ Ê›Ï·ıÏÔ˜, ÒÛÙÂ Ù· ¯Ú‹Ì·Ù·

Ô˘ ı· ÏËÚÒÛÂÈ Ó· Â›Ó·È Ù· ›‰È· ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË Î·È ÙÚ›ÙË ÂÚ›ÙˆÛË;
ÁÁ)) ∞Ó Ô Ê›Ï·ıÏÔ˜ ·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÙÂÏÈÎ¿ 12 ·ÁÒÓÂ˜, ÔÈ· ÂÚ›ÙˆÛË ‹Ù·Ó Ë ÈÔ

Û˘ÌÊ¤ÚÔ˘Û·;
‰‰)) ∞Ó ·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛÂ ÌfiÓÔ 15 ·ÁÒÓÂ˜ Î·È ‰ÂÓ Â›¯Â ÂÈÏ¤ÍÂÈ ÙËÓ ÈÔ Û˘ÌÊ¤ÚÔ˘Û·

ÂÚ›ÙˆÛË, fiÛ· Â˘ÚÒ ˙ËÌÈÒıËÎÂ;
ÂÂ)) ¶fiÙÂ Â›Ó·È ÈÔ Û˘ÌÊ¤ÚÔ˘Û· Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË;
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133

✔ Μαθαίνω να λύνω ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων
µε δύο αγνώστους µε τη µέθοδο:
α) της αντικατάστασης β) των αντιθέτων συντελεστών

✔ Μαθαίνω να λύνω προβλήµατα µε τη βοήθεια συστηµάτων.

∫·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÂÓfi˜ Ô‰ÔÛÊ·ÈÚÈÎÔ‡ ÚˆÙ·ıÏ‹Ì·ÙÔ˜, ·fi ÙÔ˘˜ 30 ·ÁÒÓÂ˜ Ô˘
¤‰ˆÛÂ ÌÈ· ÔÌ¿‰· ËÙÙ‹ıËÎÂ ÛÙÔ˘˜ 10, ÂÓÒ ÛÙÔ˘˜ ˘fiÏÔÈÔ˘˜ Î¤Ú‰ÈÛÂ ‹ ¤ÊÂÚÂ
ÈÛÔ·Ï›·. °È· Î¿ıÂ Ó›ÎË ÙË˜ ‹ÚÂ 3 ‚·ıÌÔ‡˜, ÁÈ· Î¿ıÂ ÈÛÔ·Ï›· ‹ÚÂ 1 ‚·ıÌfi Î·È ÁÈ·
Î¿ıÂ ‹ÙÙ· ‰ÂÓ ‹ÚÂ ‚·ıÌfi. ∞Ó ÙÂÏÈÎ¿ Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ 44 ‚·ıÌÔ‡˜, fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Ó›ÎËÛÂ
Î·È fiÛÂ˜ ¤ÊÂÚÂ ÈÛÔ·Ï›·; 

∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰ÂÓ Ô‰ËÁÂ› ¿ÓÙÔÙÂ ÛÙÔÓ ·ÎÚÈ‚‹ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜
Ï‡ÛË˜ ÙÔ˘, ·ÊÔ‡ ÛÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÎÔÈÓÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙˆÓ
‰‡Ô Â˘ıÂÈÒÓ ÙÔ˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó.
∏ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ fiÌˆ˜ Â›Ï˘Û‹ ÙÔ˘, fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ Û’ ·˘Ù‹ ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ, Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙË
‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ·ÎÚ›‚ÂÈ· ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ (·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ) ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ
ÂÚ›ÙˆÛË.
°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·, ÂÈ‰ÈÒÎÔ˘ÌÂ Ó· ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ·fi ÌÈ·
ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔÓ ¤Ó· ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Î·È Ó· ÎÎ··ÙÙ··ÏÏ‹‹ÍÍÔÔ˘̆ÌÌÂÂ  ÛÛÂÂ  ÂÂÍÍ››ÛÛˆ̂ÛÛËË  ÌÌÂÂ  ¤¤ÓÓ··ÓÓ
¿¿ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙÔÔ. ¢‡Ô ·fi ÙÈ˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È ·˘Ùfi Â›Ó·È ÔÈ ÂÍ‹˜:

··))  ªª¤¤ııÔÔ‰‰ÔÔ˜̃  ÙÙËË˜̃  ··ÓÓÙÙÈÈÎÎ··ÙÙ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛËË˜̃

°È· Ó· ÂÈÏ‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � x + y = 20 ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜
x + 3y = 44

ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x + y = 20 ˆ˜ ÚÔ˜ 
x Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ  x = 20 – y

∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÔ x ÌÂ 20 – y ÛÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛË x + 3y = 44 Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

(20 – y) + 3y = 44
20 + 2y = 44
2y = 44 – 20

2y = 24  ¿Ú· y = 12

°È· y = 12 ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË x = 20 – y
¤¯Ô˘ÌÂ:

x = 20 – 12
x = 8

ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = 8, y = 12,
‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (x, y) = (8, 12)

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜33..33

ñ §‡ÓÔ˘ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.

ñ AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙËÓ ¿ÏÏË ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ ·˘ÙfiÓ ÌÂ ÙËÓ ›ÛË
·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘, ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË
ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ, ÙËÓ ÔÔ›· Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ.

ñ TËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Ô˘ ‚Ú‹Î·ÌÂ ÙËÓ

·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÍ›ÛˆÛË,

ÔfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔÓ ¿ÏÏÔ ¿ÁÓˆÛÙÔ.

ñ ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.
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°È· Â·Ï‹ıÂ˘ÛË, ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ x = 8 Î·È y = 12 ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹-

Ì·ÙÔ˜ Î·È ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (8, 12) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘, ·ÊÔ‡ � 8 + 12 = 20
8 + 3 � 12 = 44.

™ÙËÓ ›‰È· Ï‡ÛË ı· Î·Ù·Ï‹Á·ÌÂ Î·È ·Ó Ï‡Ó·ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ˆ˜
ÚÔ˜ y.

‚‚))  ªª¤¤ııÔÔ‰‰ÔÔ˜̃  ÙÙˆ̂ÓÓ  ··ÓÓÙÙÈÈıı¤¤ÙÙˆ̂ÓÓ  ÛÛ˘̆ÓÓÙÙÂÂÏÏÂÂÛÛÙÙÒÒÓÓ
AÓ ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÂÓfi˜ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›, ÙfiÙÂ ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÈÔ ÁÚ‹ÁÔÚ·, ·Ó ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � 3x + 2y = 12
ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ y Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

5x – 2y = 4
Î·È ·Ó ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË, ÙfiÙÂ Ô ¿ÁÓˆÛÙÔ˜ y ··ÏÂ›ÊÂÙ·È.
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

3x + 5x = 12 + 4  ‹ 8x = 16, ÔfiÙÂ x = 2.
∞Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ÛÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, .¯. ÛÙËÓ ÚÒÙË, ÙfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ: 

3 � 2 + 2y = 12  ‹ 2y = 6  ‹ y = 3.
ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = 2, y = 3, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) = (2, 3).

ŸÙ·Ó fiÌˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � 3x + 5y = 1
2x + 7y = 8

ÛÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ¿ÁÓˆÛÙÔ ÙfiÙÂ:

°È· Ó· ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ x, 
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ ÚÒÙË˜
ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ ÙÔ –2 Î·È ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ ÌÂ
ÙÔ 3, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

� 3x + 5y = 1 � � (–2)
‹ � –6x – 10y = –2

2x + 7y = 8 � 3 6x + 21y = 24

–6x – 10y + 6x + 21y = –2 + 24
11y = 22, ofiÙÂ  y = 2

∞ÊÔ‡ y = 2, Ë ÂÍ›ÛˆÛË 3x + 5y = 1
ÁÚ¿ÊÂÙ·È:
3x + 5 � 2 = 17  ‹  3x + 10 = 1

3x  = –9 ‹ x = –3

ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È
x = –3, y = 2, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜

(x, y) = (–3, 2)
°È· Â·Ï‹ıÂ˘ÛË ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ x = –3 Î·È y = 2 ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Î·È ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (–3, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘, ·ÊÔ‡ � 3 � (–3) + 5 � 2 = 1
2 � (–3) + 7 � 2 = 8
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ñ ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË˜
ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ·ÚÈıÌfi, ÒÛÙÂ Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó 
·ÓÙ›ıÂÙÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ Û’ ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô
·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÙÔÓ ··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ

ñ ¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜,
ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ
ÙËÓ ÔÔ›· Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ.

ñ ∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ Ô˘
‚Ú‹Î·ÌÂ ÛÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ÔfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Î·È ÙÔ˘
¿ÏÏÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘.

ñ ¶ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.
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NN··  ‚‚ÚÚÂÂııÔÔ‡‡ÓÓ  ‰‰‡‡ÔÔ  ··ÚÚ··ÏÏËËÚÚˆ̂ÌÌ··ÙÙÈÈÎÎ¤¤˜̃  ÁÁˆ̂ÓÓ››ÂÂ˜̃,,  ··ÓÓ  ËË  ÌÌ››··  ··fifi  ··˘̆ÙÙ¤¤˜̃  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÌÌÂÂÁÁ··ÏÏ‡‡ÙÙÂÂÚÚËË
··fifi  ÙÙÔÔ  ÙÙÚÚÈÈÏÏ¿¿ÛÛÈÈÔÔ  ÙÙËË˜̃  ¿¿ÏÏÏÏËË˜̃  ÎÎ··ÙÙ¿¿  1122ÆÆ..

Λύση
∞Ó ˆ, Ê Â›Ó·È ÔÈ ‰‡Ô ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÁˆÓ›Â˜, ÙfiÙÂ ˆ + Ê = 180Æ. ∞Ó ˆ Â›Ó·È Ë
ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ Î·È ˆ = 3Ê + 12Æ. °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ˆ, Ê
Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ.

� ˆ + Ê = 180Æ
‹ � 3Ê + 12Æ + Ê = 180Æ

‹ � 3Ê + Ê= 180Æ – 12Æ
‹

ˆ = 3Ê + 12Æ ˆ = 3Ê + 12Æ ˆ = 3Ê + 12Æ

� 4Ê = 168Æ
‹ � Ê = 42Æ

‹ � Ê = 42Æ
ˆ = 3Ê + 12Æ ˆ = 3 � 42Æ + 12Æ ˆ = 138Æ

ÕÚ· ÔÈ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÁˆÓ›Â˜ Â›Ó·È ˆ = 138Æ Î·È Ê = 42Æ.

NN··  ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ·· � ((xx  ++  22yy))  ++  yy  ==  77
xx  ++  22yy  ==  44

Λύση
∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙÔ x + 2y ÌÂ 4 ÛÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

� 4 + y = 7
‹ � y = 7 – 4

‹ � y = 3
‹ � y = 3

x + 2y = 4 x + 2y = 4 x + 2y = 4 x + 2 � 3 = 4

� y = 3
‹ � y = 3

‹ � y = 3
x + 6 = 4 x = 4 – 6 x = –2

ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = –2, y = 3, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) = (–2, 3).

NN··  ÏÏ˘̆ııÂÂ››  ÙÙÔÔ  ÛÛ‡‡ÛÛÙÙËËÌÌ·· � ––  ==  11

++  ==  22

Λύση
°È· Ó· ·ÏÔ˘ÛÙÂ˘ıÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, Î¿ÓÔ˘ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ·ÚÔÓÔ-
Ì·ÛÙÒÓ Î·È ÙÈ˜ ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

� 8 � – 8 � = 8 � 1
‹ � 4(3x – y) – (x + y) = 8

‹

10 � + 10 � = 10 � 2 2(2x – 1) + 5(y – 3) = 20

� 12x – 4y – x – y = 8
‹ � 12x – 4y – x – y = 8

‹ � 11x – 5y = 8
4x – 2 + 5y – 15 = 20 4x – 2 + 5y = 20 4x + 5y = 37

y – 3
2

2x – 1
5

x + y
8

3x – y
2

yy  ––  33
22

22xx  ––  11
55

xx  ++  yy
88

33xx  ––  yy
22

33

22

11
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OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ ·ÁÓÒÛÙÔ˘ y Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ, ÔfiÙÂ ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË
¤¯Ô˘ÌÂ :    11x + 4x = 8 + 37   ‹   15x = 45   ‹   x = 3.
∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ x = 3 ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

4 � 3 + 5y = 37   ‹   12 + 5y = 37   ‹   5y = 25   ‹   y = 5.
ÕÚ· Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È x = 3, y = 5, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) = (3, 5).

OO  ÎÎÂÂÚÚÌÌ··ÙÙÔÔ‰‰¤¤ÎÎÙÙËË˜̃  ÂÂÓÓfifi˜̃  ÌÌËË¯̄··ÓÓ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ÒÒÏÏËËÛÛËË˜̃  ··ÓÓ··„„˘̆ÎÎÙÙÈÈÎÎÒÒÓÓ  ‰‰¤¤¯̄ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÎÎ¤¤ÚÚÌÌ··ÙÙ··  ÙÙˆ̂ÓÓ
5500  ÏÏÂÂÙÙÒÒÓÓ  ÎÎ··ÈÈ  ÙÙÔÔ˘̆  11  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ..  ŸŸÙÙ··ÓÓ  ··ÓÓÔÔ››¯̄ÙÙËËÎÎÂÂ,,  ‰‰ÈÈ··ÈÈÛÛÙÙÒÒııËËÎÎÂÂ  fifiÙÙÈÈ  ÂÂÚÚÈÈÂÂ››¯̄ÂÂ  112266
ÎÎ¤¤ÚÚÌÌ··ÙÙ··  ÛÛ˘̆ÓÓÔÔÏÏÈÈÎÎ‹‹˜̃  ··ÍÍ››··˜̃  9900  ÂÂ˘̆ÚÚÒÒ..  ¶¶fifiÛÛ··  ÎÎ¤¤ÚÚÌÌ··ÙÙ··  ˘̆‹‹ÚÚ¯̄··ÓÓ  ··fifi  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÂÂ››‰‰ÔÔ˜̃;;

Λύση
∞Ó x ‹Ù·Ó Ù· Î¤ÚÌ·Ù· ÙˆÓ 50 ÏÂÙÒÓ Î·È y ‹Ù·Ó Ù· Î¤ÚÌ·Ù· ÙÔ˘ 1 Â˘ÚÒ, ÙfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË    x + y = 126 (1).
H Û˘ÓÔÏÈÎ‹ ·Í›· ÙˆÓ ÎÂÚÌ¿ÙˆÓ ÛÂ Â˘ÚÒ ‹Ù·Ó   0,50 � x + 1 � y, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛË 0,50 � x + 1 � y = 90 (2).

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (1) Î·È (2):

� x + y = 126 � ‹ � x + y = 126
0,50 � x + 1 � y =  90  �(–2) –x – 2y = –180

MÂ ÚfiÛıÂÛË Î·Ù¿ Ì¤ÏË ¤¯Ô˘ÌÂ y – 2y = 126 – 180   ‹   –y = –54   ‹   y = 54.

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ y = 54 ÛÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:
x + 54 = 126   ‹   x = 126 – 54   ‹   x = 72.

ÕÚ· ˘‹Ú¯·Ó 72 Î¤ÚÌ·Ù· ÙˆÓ 50 ÏÂÙÒÓ Î·È 54 Î¤ÚÌ·Ù· ÙÔ˘ 1 Â˘ÚÒ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÔÈÔ ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ˙Â‡ÁË Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ � x + y = 6
x – y = 4

··)) (2, 4) ‚‚)) (7, –1) ÁÁ)) (6, 2) ‰‰)) (5, 1)

°È· ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ � 3x + 2y = 5
2x + y = 7

ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ Â›Ó·È ÚÔÙÈÌfiÙÂÚÔ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ:
··)) ÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ x; ‚‚)) ÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ y;
ÁÁ)) ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ x; ‰‰)) ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË ˆ˜ ÚÔ˜ y;

AÓ ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � 3x + 5y = –1
ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ

2x – 5y = –9
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ;

··)) 3x = –1 ‚‚)) 2x = –9 ÁÁ)) 5x = –10 ‰‰)) 5x = 10

33

22

11

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

44
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MÂ ÔÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÁÈ· Ó·
ÚÔÎ‡„Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙÔÓ ¿ÁÓˆÛÙÔ y ÛÂ Î¿ıÂ Û‡ÛÙËÌ·;

�  5x + 4y = 9   �  ..... � 4x – 3y = 1   �  .....–3x + 2y = 1 ..... 2x + 5y = 4 .....

MÂ ÔÈ· Ì¤ıÔ‰Ô Â›Ó·È ÚÔÙÈÌfiÙÂÚÔ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·;

··)) � 7x + 4y = 8
‚‚)) � 2x + 5y = 7

ÁÁ)) � y = 3x + 2
‰‰)) � 5x + 3y = 2

y = 3x – 5 5x – 5y = 18 y = – 5x + 8 3x – 2y = 4

™Â Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

(™1) : � –2x + y = 5
(™2) : �   5x – 7y = –4

2x – y = 3 –5x + 7y = 4
·Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ, ÙfiÙÂ ··ÏÂ›ÊÔÓÙ·È Î·È ÔÈ
‰‡Ô ¿ÁÓˆÛÙÔÈ. ¶ÔÈÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· Î·ı¤Ó· ·fi Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·;

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � x – 2y = 1
‚‚)) � x + 3y = –2

ÁÁ)) � 4x – y = 10
‰‰)) � 3x + y = –4

y = 4 2x + y = 0 x + 3y = 9 x + 2y = –3

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � 3x – y = 7
‚‚)) � 2x – y = 3

ÁÁ)) � 3x – 2y = 0
‰‰)) � –2x+ 3y = 5

–2x + y = 4 5x + 2y = 6 2x + 3y = 0 6x – 9y = 3

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � = 3
‚‚))  � – y = 1

ÁÁ)) � + = 3

= 4 +   = –1 –   = 4

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � 4x – 3(2x + 3y) = 20 – x + y
‚‚)) � x(y + 4) = y(x – 6) – 15 + 3x

2(x – 2y) + 5(x – 2) = 3y + 4 (x – 1)(x + 2y) = (x + y)2 – y(y + 1)

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � 1,3· – 0,8‚ = 2,1
‚‚)) � – 0,2Ê = 1,5

ÁÁ)) � 2,5x + 3,2y = –1,8

0,9· + 0,4‚ = 0,5 3ˆ + 1,4Ê = –1 1,6x – 2,4y = –5,6

ˆ
4

55

44

y – 6
2

x + 4
3

y
4

x
6

3x – y
2

2y + 1
3

x – 5
2

x – 1
4

2x + y
4

33

22

11
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¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � –  = 0
‚‚))  � +  =   

ÁÁ)) � –  =   

x + y = 3 +   =    + = 1

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÎÔÈÓfi ÛËÌÂ›Ô ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Â1 : 2x + 5y = 10  Î·È Â2 : x – y = 1.

OÈ Â˘ıÂ›Â˜:
Â1 : 2x – 3y = –14
Â2 : x + y = –2
Â3 : 3x – y = 14
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ¤Íˆ ·fi ÙÔ ¯·ÚÙ› Û¯Â‰›·ÛË˜.
ªÔÚÂ›ÙÂ Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
ÙˆÓ ÎÔÈÓÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘˜;

AÓ 3 + 3 + 3 + ... + 3 + 5 + 5 + 5 + ... + 5 = 410  Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÚÔÛıÂÙ¤ˆÓ
ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ Ì¤ÏÔ˘˜ Â›Ó·È 100, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ Ô ·ÚÈıÌfi˜
3 Î·È fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Ô ·ÚÈıÌfi˜ 5.

AÓ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � ·x + ‚y = 7     
¤¯ÂÈ ˆ˜ Ï‡ÛË x = 1 Î·È y = 2, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜

2·x – ‚y = 8
ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·, ‚.

∏ Â˘ıÂ›· ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË ·x + y = ‚ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ∞(1, 2) Î·È µ(–3, –2).
¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·, ‚.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ï, Ì, ÒÛÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË x2 + (Ï – Ì)x + Ì – 2Ï = 0 Ó· ¤¯ÂÈ
Ú›˙Â˜ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ –1 Î·È 3.

™ÙÔ ¿Óˆ Ì¤ÚÔ˜ ÂÓfi˜ ÙÔ›¯Ô˘ Ì‹ÎÔ˘˜
180 cm ¤¯Ô˘Ó ÙÔÔıÂÙËıÂ› Ú¿ÛÈÓ· Î·È
Á·Ï¿˙È· ‰È·ÎÔÛÌËÙÈÎ¿ ÙÔ‡‚Ï· ÛÂ ‰‡Ô
ÛÂÈÚ¤˜. ¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ Î¿ıÂ
Ú¿ÛÈÓÔ˘ Î·È Á·Ï¿˙ÈÔ˘ ÙÔ‡‚ÏÔ˘.

™˘ÛÎÂ˘¿Û·ÌÂ 2,5 ÙfiÓÔ˘˜ ÂÏ·ÈfiÏ·‰Ô˘ ÛÂ
800 ‰Ô¯Â›· ÙˆÓ 2 Î·È 5 ÎÈÏÒÓ. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ 
fiÛ· ‰Ô¯Â›· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ ·fi Î¿ıÂ
Â›‰Ô˜.
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O Ì¤ÛÔ˜ fiÚÔ˜ ÙË˜ ‚·ıÌÔÏÔÁ›·˜ ÂÓfi˜ Ì·ıËÙ‹ ÛÙË º˘ÛÈÎ‹ Î·È ÙË ÃËÌÂ›· Î·Ù¿ ÙÔ
ÚÒÙÔ ÙÚ›ÌËÓÔ ‹Ù·Ó 16. ™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÙÚ›ÌËÓÔ Ô ‚·ıÌfi˜ ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜ ÌÂÈÒıËÎÂ
Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜, Ô ‚·ıÌfi˜ ÙË˜ ÃËÌÂ›·˜ ·˘Í‹ıËÎÂ Î·Ù¿ 4 ÌÔÓ¿‰Â˜ ÌÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·
ÔÈ ‰‡Ô ‚·ıÌÔ› Ó· Á›ÓÔ˘Ó ›ÛÔÈ. ¶ÔÈÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ Â›¯Â Ô Ì·ıËÙ‹˜ ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi Ù·
‰‡Ô Ì·ı‹Ì·Ù· Î·Ù¿ ÙÔ ÚÒÙÔ ÙÚ›ÌËÓÔ;

∆· Î¤ÓÙÚ· ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ Ô˘ ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ·¤¯Ô˘Ó 12 cm. ∞Ó ÔÈ Î‡ÎÏÔÈ
ÌÂÙ·ÙÔÈÛÙÔ‡Ó ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ¿, ÙfiÙÂ Ù· Î¤ÓÙÚ· ÙÔ˘ ·¤¯Ô˘Ó
58 cm. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ·ÎÙ›ÓÂ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ.

∞Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÂÓfi˜ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ Î·ı›ÛÔ˘Ó ·Ó¿ ¤Ó·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ıÚ·Ó›Ô, ÙfiÙÂ ı· ÌÂ›ÓÔ˘Ó
fiÚıÈÔÈ 8 Ì·ıËÙ¤˜, ÂÓÒ ·Ó Î·ı›ÛÔ˘Ó ·Ó¿ ‰‡Ô ı· ÌÂ›ÓÔ˘Ó ÎÂÓ¿ 4 ıÚ·Ó›·. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ
fiÛÔÈ Â›Ó·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Î·È fiÛ· Ù· ıÚ·Ó›·.

ªÈ· ÔÙÔÔÈ›· ·Ú·ÛÎÂ‡·ÛÂ 400 Ï›ÙÚ· Ô‡˙Ô ÂÚÈÂÎÙÈÎfiÙËÙ·˜ 38% vol, ·Ó·ÌÂÈ-
ÁÓ‡ÔÓÙ·˜ ‰‡Ô ÔÈfiÙËÙÂ˜ ÌÂ ÂÚÈÂÎÙÈÎfiÙËÙÂ˜ 32% vol Î·È 48% vol ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ¶fiÛ·
Ï›ÙÚ· ·fi Î¿ıÂ ÔÈfiÙËÙ· ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ;

ŒÓ· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÓÂÚÁÔÔ›ËÛË
ÙˆÓ ÊÚ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ Û˘Ó¤¯È˙Â Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ
Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = ˘0 – ·t, fiÔ˘ t Ô ¯ÚfiÓÔ˜
Ô˘ ÌÂÛÔÏ¿‚ËÛÂ ·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹ ÙÔ˘
ÊÚÂÓ·Ú›ÛÌ·ÙÔ˜. ∞Ó 2 sec ÌÂÙ¿ ÙÔ ÊÚÂ-
Ó¿ÚÈÛÌ· ÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Â›¯Â Ù·¯‡ÙËÙ· 12m/sec Î·È 2sec ·ÚÁfiÙÂÚ· Â›¯Â Ù·¯‡ÙËÙ·
4 m/sec, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˘0 Î·È ÙËÓ ÂÈ‚Ú¿‰˘ÓÛË ·. ™Â fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ
·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹ ÙÔ˘ ÊÚÂÓ·Ú›ÛÌ·ÙÔ˜ ı· ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ ÙÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ;

∞fi ¤Ó· ÛÙ·ıÌfi ‰ÈÔ‰›ˆÓ ¤Ú·Û·Ó 945 ·˘ÙÔÎ›-
ÓËÙ· Î·È ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤ÙÂ˜ Î·È ÂÈÛÚ¿¯ÙËÎ·Ó 1810 C.
∞Ó Ô Ô‰ËÁfi˜ Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘ Ï‹ÚˆÛÂ 2 C Î·È
Ô Ô‰ËÁfi˜ Î¿ıÂ ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤Ù·˜ Ï‹ÚˆÛÂ 1,2 C, Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ fiÛ· ‹Ù·Ó Ù· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· Î·È fiÛÂ˜ ÔÈ
ÌÔÙÔÛÈÎÏ¤ÙÂ˜.

™’ ¤Ó· ÙËÏÂÔÙÈÎfi ·È¯Ó›‰È ÛÂ Î¿ıÂ ·›ÎÙË ˘Ô‚¿ÏÏÔÓÙ·È 10 ÂÚˆÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ
ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË ÚÔÛÙ›ıÂÓÙ·È ‚·ıÌÔ›, ÂÓÒ ÁÈ· Î¿ıÂ Ï·Óı·ÛÌ¤ÓË ·¿ÓÙËÛË ·Ê·È-
ÚÔ‡ÓÙ·È ‚·ıÌÔ›. ŒÓ·˜ ·›ÎÙË˜ ¤‰ˆÛÂ 7 ÛˆÛÙ¤˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ 64
‚·ıÌÔ‡˜, ÂÓÒ ¤Ó·˜ ¿ÏÏÔ˜ ¤‰ˆÛÂ 4 ÛˆÛÙ¤˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ 28
‚·ıÌÔ‡˜. ¶fiÛÔ˘˜ ‚·ıÌÔ‡˜ ·›ÚÓÂÈ ¤Ó·˜ ·›ÎÙË˜ ÁÈ· Î¿ıÂ ÛˆÛÙ‹ ·¿ÓÙËÛË Î·È
fiÛÔÈ ‚·ıÌÔ› ÙÔ‡ ·Ê·ÈÚÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ Ï·Óı·ÛÌ¤ÓË ·¿ÓÙËÛË;
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N· ÂÈÏ‡ÛÂÙÂ ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � x + y = 1
,  fiÔ˘ k Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

x + y = k

AÓ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â1 : (Ï + Ì)x + y = 7 Î·È Â2 : x + (Ï + 3Ì)y = 1 Ù¤ÌÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô
∞(2, 1), Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ï Î·È Ì.

∞Ó Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· (™1): �  x – y = 3   
, Î·È   (™2) : �  2x + ·y = ‚

2x + y = 9 3x – ‚y = ·
¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Ï‡ÛË, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·, ‚.

¡· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ x, y fiÙ·Ó:
··)) (x + y – 2)2 + (2x – 3y + 1)2 = 0 ‚‚)) 2x2 + y2 – 2xy + 4x + 4 = 0

¡· Ï‡ÛÂÙÂ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·:

··)) � (2x – 3y + 4)(x + y)=0
‚‚)) � (3x – 4y)(x + 2y) = 8

ÁÁ)) � x2 + y2 = 2xy

2x + y = 4 + y = –2 x + y = 7

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÔ‡˜, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· 100 Î·È ·Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡-
ÙÂÚÔ ÌÂ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ, ÙfiÙÂ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ËÏ›ÎÔ 4 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 15.

∞Ó Ë ÂÍ›ÛˆÛË (2Ï – Î – 3)x = Î – Ï + 1 Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙË, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î, Ï.

∆· Î¤ÓÙÚ· ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ Ô˘ ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ¿ ·¤¯Ô˘Ó 18 cm. ∞Ó Ù· ÂÌ‚·‰¿
ÙˆÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 72 cm2, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ·ÎÙ›ÓÂ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Î‡ÎÏˆÓ.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ËÏÈÎ›Â˜ ‰‡Ô ·‰ÂÏÊÒÓ, ·Ó Û‹ÌÂÚ· ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó Î·Ù¿ 5 ¯ÚfiÓÈ·, ÂÓÒ ÌÂÙ¿

·fi 11 ¯ÚfiÓÈ· ÔÈ ËÏÈÎ›Â˜ ÙÔ˘˜ ı· ¤¯Ô˘Ó ÏfiÁÔ .

™’ ¤Ó· Ù·Í›‰È ÌÂ ÏÔ›Ô, ÙÔ ÂÈÛÈÙ‹ÚÈÔ ÙË˜ ∞� ı¤ÛË˜ ÎÔÛÙ›˙ÂÈ 18 C Î·È ÙË˜ µ� ı¤ÛË˜
ÎÔÛÙ›˙ÂÈ 6 C ÏÈÁfiÙÂÚ·. ∞Ó Û’ ¤Ó· Ù·Í›‰È ÎfiËÎ·Ó 350 ÂÈÛÈÙ‹ÚÈ· Û˘ÓÔÏÈÎ‹˜ ·Í›·˜
4500 C, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ fiÛ· ÂÈÛÈÙ‹ÚÈ· ÎfiËÎ·Ó ·fi Î¿ıÂ Î·ÙËÁÔÚ›·.

¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ¤Ó· ‰È„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi, Ô˘ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ 10
Î·È ·Ó ÂÓ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ Ù· „ËÊ›· ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ ·ÚÈıÌfi˜ Î·Ù¿ 18 ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜.

∞Ó ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ‰È„‹ÊÈÔ ·ÚÈıÌfi ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ
ËÏ›ÎÔ 6 Î·È ˘fiÏÔÈÔ 3. ∞Ó ÂÓ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ Ù· „ËÊ›· ÙÔ˘ Î·È ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi Ô˘
ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔÓ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ ÙÔ˘, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ËÏ›ÎÔ 4
Î·È ˘fiÏÔÈÔ 9. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ·Ú¯ÈÎfi˜ ‰È„‹ÊÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜;
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∞Ó ÂÏ·ÙÙÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Î·Ù¿ 2 m Î·È ·˘Í‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜
ÙÔ˘ Î·Ù¿ 5 m, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ·˘Í¿ÓÂÙ·È Î·Ù¿ 94 m2. ∞Ó fiÌˆ˜, ·˘Í‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 4 m Î·È ÂÏ·ÙÙÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï¿ÙÔ˜ ÙÔ˘ Î·Ù¿ 6 m, ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È Î·Ù¿ 104 m2. ¶ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘;

√È fiÏÂÈ˜ ∞ Î·È µ ·¤¯Ô˘Ó 55 km. ŒÓ·
·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ fiÏË ∞ Î·È ÌÂ
Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 80 km/h ÎÈÓÂ›Ù·È ÚÔ˜
ÙËÓ fiÏË µ. ¢ÂÎ·¤ÓÙÂ ÏÂÙ¿ ÌÂÙ¿ ÙËÓ
ÂÎÎ›ÓËÛ‹ ÙÔ˘ ¤Ó· ¿ÏÏÔ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ
ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ fiÏË µ Î·È ÌÂ Ì¤ÛË Ù·¯‡ÙËÙ· 60 km/h ÎÈÓÂ›Ù·È ÚÔ˜ ÙËÓ fiÏË ∞.
¶fiÛÔ ¯ÚfiÓÔ ÎÈÓ‹ıËÎÂ Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ Ì¤¯ÚÈ ÙË Û˘Ó¿ÓÙËÛ‹ ÙÔ˘˜;

¢‡Ô ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ Ù·¯‡ÙËÙÂ˜ Î·È ·¤¯Ô˘Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ 45 km.
∞Ó ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÚÔ˜ ÙËÓ ›‰È· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ı· Û˘Ó·ÓÙËıÔ‡Ó ÌÂÙ¿ ·fi 3 ÒÚÂ˜, ÂÓÒ ·Ó
ÎÈÓÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ·ÓÙ›ıÂÙË Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË, ı· Û˘Ó·ÓÙËıÔ‡Ó ÛÂ 20 ÏÂÙ¿. ªÂ ÔÈ· Ù·¯‡ÙËÙ·
ÎÈÓÂ›Ù·È Î¿ıÂ ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ;

ŒÓ· ÙÚ¤ÓÔ ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Ù·¯‡ÙËÙ·.
√ ¯ÚfiÓÔ˜, Ô˘ ÌÂÛÔÏ·‚Â› ·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹
Ô˘ ı· ÂÈÛ¤ÏıÂÈ ÛÂ ÌÈ· Û‹Ú·ÁÁ· Ì‹ÎÔ˘˜
180 m Ì¤¯ÚÈ ÙË ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ Î·È ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô
ÙÔ˘ ‚·ÁfiÓÈ ı· ÂÍ¤ÏıÂÈ ·’ ·˘Ù‹, Â›Ó·È
12 sec. ™Â ÌÈ· ‰Â‡ÙÂÚË Û‹Ú·ÁÁ· Ì‹ÎÔ˘˜
930 m Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜ ¯ÚfiÓÔ˜ Ô˘ ÌÂÛÔÏ·‚Â›
Â›Ó·È 42 sec. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÚ¤ÓÔ˘.

√È ·ÓÙÈÛÙ¿ÛÂÈ˜ R1, R2, ·Ó Û˘Ó‰ÂıÔ‡Ó ·Ú¿ÏÏËÏ·, ¤¯Ô˘Ó ÔÏÈÎ‹ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË 2,4 ø.
∞Ó Ë ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË R2 Û˘Ó‰ÂıÂ› ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË 12 ø, ÙfiÙÂ Ë ÔÏÈÎ‹ ÙÔ˘˜
·ÓÙ›ÛÙ·ÛË Â›Ó·È R1. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·ÓÙÈÛÙ¿ÛÂˆÓ R1, R2.

ññ °°ÚÚ··ÌÌÌÌÈÈÎÎ‹‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·x + ‚y = Á,
.¯. 3χ + 2y = 7.

ññ §§‡‡ÛÛËË ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ·x + ‚y = Á ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y)
Ô˘ ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ.
¶.¯. ÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (1, 2) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ 3χ + 2y = 7, ·ÊÔ‡ 3 � 1 + 2 � 2 = 7.

ññ ∏ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË  ·x + ‚y = Á ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›·  Â, ·Ó · � 0  ‹  ‚ � 0.

1.  ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΜΕ ∆ΥΟ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ
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∞Ó  ·�0   Î·È  ‚�0,  ÙfiÙÂ  Ë   ∞Ó ·=0, ÙfiÙÂ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ∞Ó ‚=0, ÙfiÙÂ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË  ·x+‚y=Á Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ y=Î  Î·È ·ÚÈ- Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ x=Î  Î·È ·ÚÈ-
·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ Â˘ıÂ›· Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÛÙ¿ÓÂÈ  Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ ÛÙ¿ÓÂÈ  Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙÔÓ 
Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ¿ÍÔÓÂ˜. ¿ÍÔÓ·  x�x  ‹  ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x�x. ¿ÍÔÓ·  y�y  ‹ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y�y.

ññ ∞Ó ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›·, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜.
¶.¯. ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(3, 4) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·  ε : αχ – y = 0, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ  3 � α – 4 = 0.

ññ ∞Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ
Â˘ıÂ›· ·˘Ù‹. ¶.¯. ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(0, –2) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· ε : 4χ – 5y = 10, ·ÊÔ‡ 4 � 0 – 5 � (–2) = 10.

ññ ∏ ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y Â›Ó·È:

(™) : � ·1x + ‚1y = Á1 .¯.     � 3χ + 2y = 4
·2x + ‚2y = Á2 χ – 3y = 5

ññ §§‡‡ÛÛËË ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (™) Â›Ó·È Î¿ıÂ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ·ÚÈıÌÒÓ (x, y) Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ
Î·È ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘. ¶.¯. ÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (2, –1) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ 

� 3χ + 2y = 4
,    ·ÊÔ‡ � 3�2 + 2�(–1) = 4

χ – 3y = 5 2 – 3�(–1) = 5

ññ ŒÓ· ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ x, y Ï‡ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ ÙÚfiÔ˘˜:
··))  °°ÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ¿¿

™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜ Â1, Â2.

∞Ó ÔÈ Â1, Â2 ÙÙ¤¤ÌÌÓÓÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô, ∞Ó ÔÈ Â1, Â2 Â›Ó·È ··ÚÚ¿¿ÏÏÏÏËËÏÏÂÂ˜̃ ∞Ó ÔÈ Â1, Â2 ÙÙ··˘̆ÙÙ››˙̇ÔÔÓÓÙÙ··ÈÈ, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘Ó
ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÌÌÔÔÓÓ··‰‰ÈÈÎÎ‹‹  ÏÏ‡‡ÛÛËË ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó Î·Ó¤Ó· ÎÔÈÓfi fiÏ· ÙÔ˘˜ Ù· ÛËÌÂ›· ÎÔÈÓ¿, ÔfiÙÂ
ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô, ÔfiÙÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ‰ÂÓ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜.
ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜. ¶.¯. ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ

ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· � x + y = 5 ¤¯ÂÈ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ··‰‰‡‡ÓÓ··ÙÙÔÔ. Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ··fifiÚÚÈÈÛÛÙÙÔÔ.
2x + y = 8

ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙËÓ (x, y) = (3, 2).

‚‚))  ∞∞ÏÏÁÁÂÂ‚‚ÚÚÈÈÎÎ¿¿
ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ ‹ ÙˆÓ ·ÓÙÈı¤ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó·
··ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÛÂ ÌÈ·
ÂÍ›ÛˆÛË 1Ô˘ ‚·ıÌÔ‡ ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÁÓˆÛÙÔ.

2.  ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΜΕ ∆ΥΟ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ
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Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε Ι Σ

4.1 Η συνάρτηση
y = αx2 µε α � 0

4.2 Η συνάρτηση
y = αx2 + βx + γ
µε α � 0

Γενικές ασκήσεις 4ου κεφαλαίου

Επανάληψη – Ανακεφαλαίωση

ΚΕΦΑΛΑΙΟ4o

(143-149)  3-11-06  02:57  ™ÂÏ›‰·143



144

✔ Θυµάµαι τι ονοµάζεται συνάρτηση και τι λέγεται γραφική παράσταση µιας
συνάρτησης.

✔ Μαθαίνω να σχεδιάζω τη γραφική παράσταση της συνάρτησης y = αx2 µε α�0.
✔ Μαθαίνω να βρίσκω τον τύπο της συνάρτησης y = αx2 από τη γραφική της 

παράσταση.

1. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:
– √ ·ÚÈıÌfi˜ y Ô˘ Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ x Â›Ó·È y = ................
– To ÂÌ‚·‰fiÓ y ÂÓfi˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÌÂ Ï¿ÙÔ˜ x Î·È ‰ÈÏ¿ÛÈÔ Ì‹ÎÔ˜ Â›Ó·È y = ..........
– To ÂÌ‚·‰fiÓ y ÂÓfi˜ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ‰›ÛÎÔ˘ ÌÂ ·ÎÙ›Ó· x Â›Ó·È y = ..............

2. ™ÙËÓ ÚÒÙË ÚfiÙ·ÛË, fiÙ·Ó Ô x ¿ÚÂÈ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, ÔÈÂ˜ Â›Ó·È ÔÈ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ y;

3. ™Â ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÛÌ¤ÓÔ ¯·ÚÙ› Ó· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· Ù· ˙Â‡ÁË (x, y) Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔ-
Ú›Û·ÙÂ Î·È Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙËÓ Î·Ì‡ÏË Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ·˘Ù¿.

∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ    ··  >>  00  
™ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË Ù¿ÍË Ì¿ı·ÌÂ fiÙÈ ÌÈ· ÈÛfiÙËÙ· Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ x, y
Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›·, Ë ÔÔ›· Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË, fiÙ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›-
˙ÂÙ·È ÌÈ· ÌfiÓÔ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÈÛfiÙËÙ· y = x2 Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË,
·ÊÔ‡ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÙ·È Ì›· ÌfiÓÔ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y.
¶.¯.  °È· x = 1  ¤¯Ô˘ÌÂ  y = 12 = 1, 

ÁÈ· x = 2  ¤¯Ô˘ÌÂ  y = 22 = 4 Î.Ù.Ï.
™’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ, ·Ó ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ
ÛËÌÂ›· Ù· ˙Â‡ÁË (x, y), fiÔ˘ y Â›Ó·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë
ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÁÈ· ÌÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x, ÙfiÙÂ ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ·ÔÙÂÏÂ› ÙË
ÁÁÚÚ··ÊÊÈÈÎÎ‹‹  ··ÚÚ¿¿ÛÛÙÙ··ÛÛ‹‹ ÙË˜.
°È· Ó· Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ ¤Ó·Ó
›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ ÙË˜ ÁÈ· ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x.

™’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÌÂ
ÛËÌÂ›· Ù· ˙Â‡ÁË ÙÔ˘ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘ ›Ó·Î· Î·È
Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Î·Ì‡ÏË Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù·
ÛËÌÂ›· ·˘Ù¿. ∏ Î·Ì‡ÏË ·˘Ù‹ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹ Î·È Â›Ó·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2.
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Afi ÙÔ Û¯‹Ì· ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
– ∏ ·Ú·‚ÔÏ‹ ¤¯ÂÈ ÎÎÔÔÚÚ˘̆ÊÊ‹‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô √(0, 0) Î·È ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x Î·È ¿Óˆ,

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ÈÛ¯‡ÂÈ y � 0.
– H Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = x2 ·›ÚÓÂÈ ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹ y = 0, fiÙ·Ó x = 0.
– °È· x = –3 ‹ x = 3 ¤¯Ô˘ÌÂ y = 9 Î·È Ù· ÛËÌÂ›· (–3, 9) Î·È (3, 9) ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ Â›Ó·È

Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y. °ÂÓÈÎ¿ ÛÂ ·ÓÙ›ıÂÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› Ë ›‰È·
ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 ¤¯ÂÈ ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.

∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ    ··  <<  00  
MÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = –x2, Ë ÔÔ›·
Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÌÈ· ·Ú·‚ÔÏ‹.
∞fi ÙÔ Û¯‹Ì· ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
– ∏ ·Ú·‚ÔÏ‹ ¤¯ÂÈ ÎÎÔÔÚÚ˘̆ÊÊ‹‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô √(0, 0)

Î·È ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x Î·È Î¿Ùˆ,
Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x
ÈÛ¯‡ÂÈ y � 0.

– H Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = –x2 ·›ÚÓÂÈ ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹
y = 0, fiÙ·Ó x = 0.

– ™Â ·ÓÙ›ıÂÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› Ë ›‰È·
ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹
y = –x2 ¤¯ÂÈ ¿¿ÍÍÔÔÓÓ··  ÛÛ˘̆ÌÌÌÌÂÂÙÙÚÚ››··˜̃ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.

∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ  ··  ≠≠ 00..

ññ Œ¯ÂÈ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ì›· Î·Ì‡ÏË Ô˘ Â›Ó·È ··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹  ÌÂ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
√(0, 0) Î·È ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.

ññ AÓ ··  >>  00, ÙfiÙÂ ññ ∞Ó ··  <<  00, ÙfiÙÂ
Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
Î·È ¿Óˆ Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË x�x Î·È Î¿Ùˆ Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ
ÙÙÈÈÌÌ‹‹  y = 0, fiÙ·Ó x = 0. ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹ y = 0, fiÙ·Ó x = 0.

Γενικά

145

4.1 ∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ  ··  � 00
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™Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·Ù· ¤¯Ô˘ÌÂ Û¯Â‰È¿ÛÂÈ ÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = ·x2 ÁÈ· ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘
·ÚÈıÌÔ‡ ·. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:

··)) √ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ · ‰ÂÓ
Î·ıÔÚ›˙ÂÈ ÌfiÓÔ ÙË ı¤ÛË
ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = ·x2

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x,
·ÏÏ¿ Î·ıÔÚ›˙ÂÈ Î·È ÙÔ
«¿ÓÔÈÁÌ¿» ÙË˜.
ŸÙ·Ó Ë ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘
· ·˘Í¿ÓÂÙ·È, ÙfiÙÂ Ë ·-
Ú·‚ÔÏ‹ «ÎÏÂ›ÓÂÈ».

‚‚)) ∞Ó Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·‚ÔÏ¤˜ y = 2x2 Î·È y = –2x2

ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ, ÙfiÙÂ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È
Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙÔÓ x�x.

°ÂÓÈÎ¿:
√È ·Ú·‚ÔÏ¤˜ y = ·x2 Î·È y = –·x2 Â›Ó·È
Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ¿ÍÔÓ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙÔÓ x�x.

NN··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÙÙÔÔ˘̆  ··,,  ÒÒÛÛÙÙÂÂ  ËË  ··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹  yy  ==  ··xx22 ÓÓ··  ‰‰ÈÈ¤¤ÚÚ¯̄ÂÂÙÙ··ÈÈ  ··fifi  ÙÙÔÔ  ÛÛËËÌÌÂÂ››ÔÔ
∞∞  ((––11,,  33))..

Λύση
°È· Ó· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = ·x2 ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(–1, 3), Ú¤ÂÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ∞, Ó· Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË y = ·x2.
ÕÚ·, ÁÈ· x = –1  Î·È  y = 3, ¤¯Ô˘ÌÂ 3 = · (–1)2, ÔfiÙÂ · = 3.

NN··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙÂÂ››  ËË  ··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹  yy  ==  ––22xx22 fifiÙÙ··ÓÓ  ––22  � xx  � 22  ÎÎ··ÈÈ  ÓÓ··  ‚‚ÚÚÂÂııÂÂ››  ËË  ÌÌ¤¤ÁÁÈÈÛÛÙÙËË  ÎÎ··ÈÈ
ËË  ÂÂÏÏ¿¿¯̄ÈÈÛÛÙÙËË  ÙÙÈÈÌÌ‹‹  ÔÔ˘̆  ··››ÚÚÓÓÂÂÈÈ  ËË  ÌÌÂÂÙÙ··‚‚ÏÏËËÙÙ‹‹  yy..  ¶¶ÔÔÈÈ··  ÛÛËËÌÌÂÂ››··  ÙÙËË˜̃  ··ÚÚ··‚‚ÔÔÏÏ‹‹˜̃  ¤¤¯̄ÔÔ˘̆ÓÓ

ÙÙÂÂÙÙ··ÁÁÌÌ¤¤ÓÓËË  –– ;;

Λύση
™¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = –2x2.

––22 ––11 00 11 22
––88 ––22 00 ––22 ––88

xx
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22

11

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

146

M¤ÚÔ˜ ∞ - ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 4Ô

yy==
––22

xx22

yy==
  ––

  11
xx22

yy==
––xx

22

yy

OO

yy  
==

  22
xx22

yy  
==

  11
xx22

yy  
==

  xx
22

yy

OO

OO

yy

xx

xx

xx

yy==22xx22

yy==––22xx22

(143-149)  21-11-06  17:18  ™ÂÏ›‰·146



MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ·˘ÙÒÓ Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ
·Ú·‚ÔÏ‹. ∞fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ,
ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x, ·fi ÙÔ –2 ¤ˆ˜ Î·È ÙÔ 2
(–2 � x � 2) ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ y Â›Ó·È ·fi ÙÔ –8
¤ˆ˜ Î·È ÙÔ 0 (–8 � y � 0).
ÕÚ·, Ë Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y Â›Ó·È ÙÔ 0, fiÙ·Ó x = 0  Î·È Ë
ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ y Â›Ó·È ÙÔ –8, fiÙ·Ó x = –2  ‹  x = 2.

°È· y = – ¤¯Ô˘ÌÂ:

– = –2x2 ‹  x2 = , ÔfiÙÂ  x = ± .

ÕÚ· Ù· ˙ËÙÔ‡ÌÂÓ· ÛËÌÂ›· Â›Ó·È Ù· (– , – ) Î·È ( , – ).
∆· ÛËÌÂ›· ·˘Ù¿ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Î·È ·fi ÙË
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, ·ÊÔ‡ Â›Ó·È Ù· ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜
Â˘ıÂ›·˜  Â : y = – Î·È ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜  y = –2x2.

AAfifi  ÙÙËË  ºº˘̆ÛÛÈÈÎÎ‹‹  ÂÂ››ÓÓ··ÈÈ  ÁÁÓÓˆ̂ÛÛÙÙfifi  fifiÙÙÈÈ  ··ÓÓ  ¤¤ÓÓ··  ÛÛÒÒÌÌ··  ÎÎ¿¿ÓÓÂÂÈÈ  ÂÂÏÏÂÂ‡‡ııÂÂÚÚËË  ÙÙÒÒÛÛËË,,  ÙÙfifiÙÙÂÂ  ÛÛÂÂ  ¯̄ÚÚfifiÓÓÔÔ

tt  ‰‰ÈÈ··ÓÓ‡‡ÂÂÈÈ  ‰‰ÈÈ¿¿ÛÛÙÙËËÌÌ··  SS,,  ÔÔ˘̆  ‰‰››ÓÓÂÂÙÙ··ÈÈ  ··fifi  ÙÙÔÔÓÓ  ÙÙ‡‡ÔÔ  SS  ==  ggtt22 ((gg  ≈≈  1100mm//sseecc22))..

NN··  ÛÛ¯̄ÂÂ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙÂÂ››  ÙÙÔÔ  ‰‰ÈÈ¿¿ÁÁÚÚ··ÌÌÌÌ··  ‰‰ÈÈ··ÛÛÙÙ‹‹ÌÌ··ÙÙÔÔ˜̃  ––  ¯̄ÚÚfifiÓÓÔÔ˘̆..

Λύση
∆Ô ‰È¿ÛÙËÌ· S ÁÈ· g = 10 m/sec2 ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ

Ù‡Ô S = � 10 � t2 = 5t2.

∏ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ S = 5t2

Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô √(0, 0) Î·È
‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, 5), (2, 20) Î.Ù.Ï.
√ ¯ÚfiÓÔ˜ fiÌˆ˜ ‰ÂÓ ·›ÚÓÂÈ ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜, ÔfiÙÂ
ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ – ¯ÚfiÓÔ˘ Â›Ó·È ÙÔ
ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂ-
Ù·È ÛÙÔ 1Æ ÙÂÙ·ÚÙËÌfiÚÈÔ.

¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ÛËÌÂ›· ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = –2x2;

··)) ∞(–1, 2)          ‚‚)) µ(2, –8)          ÁÁ)) ° ( , – )          ‰‰)) ¢(–2, 8)1
2

1
2
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¶oÈÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ·›ÚÓÔ˘Ó Ì¤ÁÈÛÙË Î·È ÔÈÂ˜ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹;
··)) y = –4x2 ‚‚)) y = 4x2 ÁÁ)) y = (–4x)2 ‰‰)) y = –(4x)2.

¡· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ (™), ·Ó Â›Ó·È ÛˆÛÙ¤˜ ‹ ÌÂ (§), ·Ó
Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓÂ˜:

··)) H ·Ú·‚ÔÏ‹ y = 6x2 ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô √(0, 0).

‚‚)) √ ¿ÍÔÓ·˜ x�x Â›Ó·È ¿ÍÔÓ·˜ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜ y = x2.

ÁÁ)) √È ·Ú·‚ÔÏ¤˜ y = 8x2 Î·È y = –8x2 Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜
ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y�y.

‰‰)) ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = 3x2 ·›ÚÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙËÓ y = 0.
ÂÂ)) ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = –2x2 ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙËÓ y = 0.
ÛÛÙÙ)) ∞Ó Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = ·x2 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(–1, 2), ÙfiÙÂ

ı· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È Î·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô §(1, 2).

™ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ Û¯Â‰È¿ÛÂÈ
¤Ó· ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜

Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = – x2.

··)) ¡· ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂÙÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

‚‚)) ™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ
Î·È ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

y = x2.

AÓ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = ·x2 ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(2, –4), ÙfiÙÂ:

··)) · = 2 ‚‚)) · = –1 ÁÁ)) · = –4 ‰‰)) · = 

¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÔÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·Ú·‚ÔÏ‹ ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜.

11)) y = x2 22)) y = –3x2 33)) y = – x2 44)) y = x2
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N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·‚ÔÏ¤˜:

··)) y = 2x2 ‚‚)) y = –2x2 ÁÁ)) y = – x2 ‰‰)) y = x2

N· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ÙÈ˜ ·Ú·‚ÔÏ¤˜:

··)) y = x2,  y = x2 Î·È  y = 3x2 ‚‚)) y = x2 Î·È  y = – x2

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜
ÙÔ˘ ‰ÈÏ·ÓÔ‡ Û¯‹Ì·ÙÔ˜.
¡· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ ÙË Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÙË˜ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x�x Î·È Ó· ÁÚ¿„ÂÙÂ ÙËÓ
ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜.

N· ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ·Ú·‚ÔÏ‹˜  y = –4x2 Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË –9.

N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ï, ÒÛÙÂ Ë ·Ú·‚ÔÏ‹ y = (Ï + 2)x2 Ó· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ

ÛËÌÂ›Ô ª(– , ).

∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË y = x2 ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ Î·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ‰È¤Ú¯Â-

Ù·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª(2, Ï), Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ Ï.

∞fi ÙË º˘ÛÈÎ‹ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ Ë ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ

Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ Î·È ¤¯ÂÈ Ì¿˙· m ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô ∂∫ = m˘2.

··)) ™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Á›ÓÂÈ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Ù·¯‡ÙËÙ·˜ - ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÁÈ· ÙÚ›·
ÛÒÌ·Ù· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó Ì¿˙Â˜ 1, 2 Î·È 4 ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

‚‚)) ∞Ó Ù· ÛÒÌ·Ù· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ∂∫ = 2, ÙfiÙÂ ·fi ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·
Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÔÈÔ ·fi Ù· ÙÚ›· ÛÒÌ·Ù· ¤¯ÂÈ ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Ù·¯‡ÙËÙ·.

ÁÁ)) ∞Ó Ù· ÛÒÌ·Ù· ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Ù·¯‡ÙËÙ· ˘ = , ÙfiÙÂ ·fi ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Ó·

ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ, ÔÈÔ ·fi Ù· ÙÚ›· ÛÒÌ·Ù· ¤¯ÂÈ ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ÂÓ¤ÚÁÂÈ·.

3
2

1
2

77

1
Ï

66

1
2

1
2

55

44

33

3
2

3
2

1
3

22

2
3

3
4

11

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

149

4.1 ∏∏  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  yy  ==  ··xx22 ÌÌÂÂ  ··  � 00

00  ––11 11 22

xx

yy

––11

––22

((––22,,  ––11))

(143-149)  3-11-06  02:57  ™ÂÏ›‰·149



150

✔ Μαθαίνω να σχεδιάζω τη γραφική παράσταση της
συνάρτησης y = αx2 + βx + γ  µε α � 0.

1. ¡· Û˘ÌÏËÚÒÛÂÙÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 – 4x + 3
Î·È Û’ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· ·Ú·ÛÙ‹ÛÂÙÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· Ù· ˙Â‡ÁË ÙÔ˘ ›Ó·Î·:

2. ™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂÙÂ Î·È ÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2.

3. N· ·ÔÙ˘ÒÛÂÙÂ ÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2 Û’ ¤Ó· ‰È·Ê·Ó¤˜ ¯·ÚÙ› Î·È Ó· ÙÔ ÌÂÙ·ÎÈÓ‹ÛÂ-
ÙÂ ÒÛÙÂ Ë ÎÔÚ˘Ê‹ ÙË˜ Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (2, –1) Î·È Ô ¿ÍÔÓ·˜ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜
ÙË˜ Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· x = 2.
∂›Ó·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 – 4x + 3 ·Ú·‚ÔÏ‹;

√È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ y = x2 Î·È y = –x2, Ô˘ ÁÓˆÚ›Û·ÌÂ ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ,
fiˆ˜ Î·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ y = 3x2 – 1, y = –2x2 + 8x, y = x2 – 4x + 3 Î.Ù.Ï., ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È
ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜.

TTÂÂÙÙÚÚ··ÁÁˆ̂ÓÓÈÈÎÎ‹‹  ÔÔÓÓÔÔÌÌ¿¿˙̇ÂÂÙÙ··ÈÈ  ÎÎ¿¿ııÂÂ  ÛÛ˘̆ÓÓ¿¿ÚÚÙÙËËÛÛËË  ÙÙËË˜̃  ÌÌÔÔÚÚÊÊ‹‹˜̃    yy  ==  ··xx22 ++  ‚‚xx  ++  ÁÁ    ÌÌÂÂ    ··  � 00..

∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›· ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË, fiˆ˜ ÙËÓ y = x2 – 4x + 3 Î·È ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó·
Û¯Â‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË, Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ ¤Ó·Ó ›Ó·Î· ÙÈÌÒÓ ÙË˜ ÁÈ·
‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ x.

™ã ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ÛËÌÂ›· Ù·
˙Â‡ÁË ÙÔ˘ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘ ›Ó·Î· Î·È Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ
ÌÈ· Î·Ì‡ÏË Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ·˘Ù¿.

™ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Û¯Â‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ
·Ú·‚ÔÏ‹ y = x2, ÙËÓ ·ÔÙ˘ÒÓÔ˘ÌÂ Û’ ¤Ó·
‰È·Ê·Ó¤˜ ¯·ÚÙ› Î·È ÙË ÌÂÙ·ÎÈÓÔ‡ÌÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ÚÔ˜
Ù· ‰ÂÍÈ¿ Î·Ù¿ 2 ÌÔÓ¿‰Â˜ Î·È Î·Ù·ÎfiÚ˘Ê· ÚÔ˜ Ù·
Î¿Ùˆ Î·Ù¿ 1 ÌÔÓ¿‰·. ¢È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë
·Ú·‚ÔÏ‹ ·˘Ù‹ Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ y = x2 – 4x + 3.
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